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A febre aftosa e´ uma patologia viral, infecto-contagiosa, caracterizada por um cena´rio
repleto de incertezas que lhe sa˜o inerentes, resultantes da influeˆncia de fatores socio-
econoˆmicos e ambientais relacionados ao processo de transmissa˜o, que pode ocorrer por
via direta e indireta. Em epidemiologia, grande parte das incertezas sa˜o tratadas ou pela
Teoria das Probabilidades ou pela Teoria de Conjuntos Fuzzy, a depender da natureza, seja
ela oriunda da aleatoriedade ou de verdade parcial. O uso integrado de modelos cla´ssicos,
particularmente as Equac¸o˜es Diferenciais Parciais (EDP), modelos fuzzy e probabil´ısticos
no tratamento das duas classes de incertezas ainda e´ muito incipiente. Com a intenc¸a˜o
de contribuir para o aumento dos estudos nessa a´rea, propo˜e-se um modelo integrado,
envolvendo EDP, lo´gica fuzzy e me´todos probabil´ısticos, a fim de estudar a dinaˆmica
espacial e temporal de fenoˆmenos epidemiolo´gicos, cujas incertezas sa˜o importantes para
sua evoluc¸a˜o. Para tanto, tomou-se como objeto de estudo a febre aftosa em bovinos e
elaborou-se um modelo SIR envolvendo EDP para estudar sua evoluc¸a˜o espac¸o-temporal
com paraˆmetros de difusa˜o e transmissa˜o incertos. Esses foram estimados fazendo-se uso
de Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF). As varia´veis lingu¨´ısticas utilizadas nos
SBRF apresentaram incertezas de natureza aleato´ria, as quais foram tratadas por modelos
estoca´sticos. Na implementac¸a˜o computacional, fez-se o acoplamento dos me´todos de
elementos finitos para a discretizac¸a˜o espacial, e Cranck-Nicolson para a temporal, toolbox
fuzzy para os modelos fuzzy e Monte Carlo para os modelos estoca´sticos, todos em um
mesmo algoritmo, constru´ıdo nos ambientes Matlab e Fortran.
Palavras-chave: febre aftosa, incertezas fuzziness e de variabilidade, equac¸o˜es
diferenciais parciais, modelos fuzzy, modelos probabil´ısticos, me´todo de elementos finitos,
me´todo de Monte Carlo.
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Abstract
The foot-and-mouth disease is a viral, infectum contagious pathology, characterized for
a scene full of inherent uncertainties, resultants of the influence of social, economic and
environmental factors related to the transmission process, that can occur for direct and
indirect means. In Epidemiology, great part of the uncertainties are treated either by the
Theory of Probabilities or by Fuzzy Logic Theory, depending on the nature, in accordance
with the type of uncertainty which can be either deriving of the randomness or coming
from the subjectivity. The integrated use of models involving Partial Differential Equa-
tions (PDE), Fuzzy Theory and Probabilistic in the treatment of the two categories of
uncertainties, simultaneously, is still very incipient. Aiming to contribute to the growth
of existing studies in this area, we propose an integrated model, involving PDE Models,
Fuzzy Models and Stochastic Models, in order to study the space and secular dynamics of
these epidemiological phenomena, whose uncertainties are important for their evolution.
To do so, the foot-and-mouth disease in bovines was taken overcome as our study’s object
and we elaborated a SIR model involving EDP to study its space-weather evolution with
uncertain parameters of diffusion and transmission. Due the uncertainties these parame-
ters had been estimated using Rule-Based Fuzzy Systems (RBFS). The linguistic variables
of the RBFSs presented uncertainties of random nature, which were treated by random
models. For computational results, we coupling several models, using the method of finite
elements for the space discretization and Cranck-Nicolson for time discretization, toolbox
fuzzy for Fuzzy Models and Mount Carlo for Random Models, all in the same algorithm
constructed in the environments Matlab and Fortran.
Key-words: Foot-and-mouth disease, uncertainties, PDE, fuzzy models, sto-
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A febre aftosa e´ uma enfermidade infecto-contagiosa, epideˆmica, febril e aguda,
que ataca va´rias espe´cies animais, sendo a bovina a mais suscet´ıvel. Desde o se´culo XIX,
quando foi identificada, a infecc¸a˜o pelo seu v´ırus transformou-se em uma epidemia de
projec¸a˜o mundial. Numa situac¸a˜o de surto da doenc¸a, podem ocorrer grandes perdas
econoˆmicas pela diminuic¸a˜o e desvalorizac¸a˜o dos produtos de origem animal, assim como a
limitac¸a˜o do mercado internacional, ocasionando se´rios obsta´culos para o desenvolvimento
das nac¸o˜es envolvidas com este problema.
No Brasil, a febre aftosa tem se tornado um fator limitante para o desenvolvi-
mento econoˆmico da indu´stria animal, ja´ que sua presenc¸a impo˜e a adoc¸a˜o de medidas
sanita´rias no come´rcio interno de animais e de seus produtos na˜o tratados, gerando atra-
sos na comercializac¸a˜o da carne e seus derivados. Apesar de sua descoberta no Brasil
datar do se´culo XIX, as primeiras medidas espec´ıficas de combate a` doenc¸a, por meio de
uma pol´ıtica normativa e fiscalizadora, foram estabelecidas em 1919 quando o Ministe´rio
da Agricultura, implantou o Co´digo de Pol´ıtica Sanita´ria.
A vigilaˆncia constante e a capacidade de informac¸a˜o mais apurada, apo´s a im-
plantac¸a˜o de sistemas de informac¸a˜o; o controle de qualidade das vacinas e a identificac¸a˜o
das “a´reas-problema”, por meio do estudo do traˆnsito animal e sua comparac¸a˜o com a
ocorreˆncia da doenc¸a foram alguns dos fatores que contribu´ıram para o seu controle, ate´
a u´ltima metade do se´culo XX.
A principal forma de transmissa˜o, em condic¸o˜es naturais, se da´ por contato
direto entre um animal infectado e um animal suscet´ıvel, pelas vias respirato´rias. O v´ırus
dura muito tempo na erva dos pastos e na forragem ensilada. Persiste por tempo pro-
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longado na farinha de ossos, nos couros, nos fardos de feno, nas fezes, seˆmen e no leite,
possibilitando ainda a transmissa˜o por contato indireto, pela a´gua de rios e co´rregos con-
taminados pela doenc¸a; pelo traˆnsito de pessoas em a´reas contaminadas; por ferramentas,
ve´ıculos e qualquer outro material, que tenha estado em contato com animal enfermo ou
com o v´ırus da febre aftosa, podem tambe´m servir de fonte de contaminac¸a˜o; pelo trans-
porte e importac¸a˜o de animais e subprodutos de origem animal que estejam infectados ou
por pessoas que viajam atrave´s das fronteiras.
A propagac¸a˜o da febre aftosa pode ser prevenida com a adoc¸a˜o de medidas es-
pec´ıficas. Nos pa´ıses onde a enfermidade e´ considerada endeˆmica, como e´ o caso do Brasil,
a incideˆncia da enfermidade e´ controlada por quarentena, erradicac¸a˜o local, tipagem vi-
ral e revacinac¸a˜o do gado em contato ou sob risco, com o apropriado subtipo viral. A
vacinac¸a˜o e´ a u´nica medida de profilaxia, o que na˜o impede totalmente o aparecimento de
surtos devido aos subtipos de v´ırus na˜o contidos nas vacinas. Tambe´m podera´ ocorrer a
recuperac¸a˜o natural dos animais infectados em um per´ıodo de aproximadamente 15 dias
apo´s a infecc¸a˜o.
Tendo em vista as questo˜es histo´ricas e biolo´gicas pertinentes a` epidemia da
febre aftosa em bovinos, seu processo de transmissa˜o, medidas de controle e sua im-
portaˆncia no contexto econoˆmico e social, este estudo tenciona elaborar um modelo
matema´tico que tenha como cena´rio essa doenc¸a, principalmente pelo fato de que o seu
conta´gio se da´ em func¸a˜o de um ambiente carregado de incertezas.
Para descrever um fenoˆmeno com o grau de realismo desejado faz-se necessa´rio
um processo de modelagem matema´tica capaz de capturar o ma´ximo de informac¸o˜es
que supostamente sa˜o essenciais no estudo do fenoˆmeno. Evidentemente, quanto mais
informac¸o˜es o modelo incorporar, mais realista ele se torna. Contudo, quase sempre isso
implica ou inviabiliza a obtenc¸a˜o de dados fidedignos.
Da´ı a necessidade de selecionar aqueles aspectos supostamente relevantes, que
envolvem o sistema biolo´gico. Na busca por identificar esses aspectos relevantes, surgem
impresso˜es obtidas de situac¸o˜es reais que, na maioria das vezes, se acham ocultas em um
vasto emaranhado de varia´veis subjetivas, impregnadas de caracter´ısticas incertas dif´ıceis
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de serem mensuradas. Por exemplo, em se tratando do estudo de epidemias e dinaˆmica de
populac¸o˜es, os paraˆmetros que caracterizam a dispersa˜o da doenc¸a, um indiv´ıduo ou ate´
mesmo um grupo de indiv´ıduos, nem sempre podem ser avaliados ou medidos no sentido
tradicional. Sa˜o “incertezas” que somente podem ser conjecturadas intuitivamente. Nesse
contexto, ferramentas matema´ticas cla´ssicas, que se utilizam de equac¸o˜es determin´ısticas,
quando tratadas de forma isolada, ficam sujeitas a` perda de algumas informac¸o˜es inerentes
aos fenoˆmenos, que pode ser causada devido a` natureza intrinsecamente nebulosa das
varia´veis de estado envolvidas ou atrave´s dos paraˆmetros das equac¸o˜es (coeficientes ou
condic¸a˜o inicial). Ou enta˜o, se impo˜em condic¸o˜es e/ou restric¸o˜es ta˜o dra´sticas que, na
maioria dos casos, termina desvirtuando a natureza da situac¸a˜o em estudo. Em ambas as
situac¸o˜es, as tarefas implicam em grandes desafios, dada a complexidade em se lidar com
conceitos vagos e imprecisos.
Contrapondo-se a este cena´rio de desafios, o interesse de profissionais e pes-
quisadores em construir modelos matema´ticos para descrever fenoˆmenos biolo´gicos que
envolvem incertezas tem crescido e se desenvolvido rapidamente nas u´ltimas de´cadas. Na
maior parte dos modelos propostos, a interdisciplinaridade surge como uma das respostas a`
necessidade de interligac¸a˜o dos me´todos dos diferentes ramos do saber cient´ıfico de cara´ter
essencialmente epistemolo´gico. Esse processo de interdisciplinaridade torna-se necessa´rio
devido a` excessiva compartimentalizac¸a˜o do conhecimento, advindo das informac¸o˜es se-
lecionadas como essenciais, a serem incorporadas ao modelo matema´tico. Dessa forma,
a interligac¸a˜o de ferramentas matema´ticas cla´ssicas, no caso, as equac¸o˜es diferenciais e
a teoria da probabilidade, com ferramentas na˜o cla´ssicas como a lo´gica fuzzy, por exem-
plo, tem demonstrado possuir grande capacidade de aplicac¸a˜o em problemas da a´rea
epidemiolo´gica, considerados os tipos de incertezas envolvidos no fenoˆmeno de interesse,
[39].
O marco inicial da teoria de conjuntos fuzzy, possibilitando tratar matemati-
camente alguns termos lingu¨´ısticos incertos, foi dado pelo matema´tico Lotfi Asker Zadeh
por meio do artigo “Fuzzy Sets” publicado em 1965, sobre o qual sera´ melhor explicitado
no Cap´ıtulo 2. Esse seria um primeiro passo no sentido de se programar e armazenar
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conceitos vagos em computadores, tornando poss´ıvel a produc¸a˜o de operac¸o˜es com in-
formac¸o˜es imprecisas, a exemplo do que faz o ser humano.
Devido ao seu grande potencial de aplicabilidade e cara´ter de interdisciplinari-
dade, a teoria de conjuntos fuzzy pode facilitar o trabalho do modelador e de especialis-
tas das a´reas envolvidas, possibilitando o acre´scimo de novas informac¸o˜es, facilitando a
ana´lise e compreensa˜o de algumas situac¸o˜es reais. Isso pode ser observado em trabalhos
envolvendo Equac¸o˜es de Diferenc¸as, Equac¸o˜es Diferenciais Ordina´rias (EDO), Autoˆmatos
Celulares, dentre outros, aliados a` teoria fuzzy, como no estudo de doenc¸as da autoria
de Peixoto [49] sobre a Morte Su´bita dos Citros, em que se tem apenas informac¸o˜es par-
ciais, dadas lingu¨isticamente. Jafelice [24] tambe´m faz um estudo sobre populac¸a˜o HIV
positiva, em que a taxa de transfereˆncia da populac¸a˜o assintoma´tica para sintoma´tica
e´ um paraˆmetro que tem cara´ter incerto, definido por meio de descric¸o˜es de varia´veis
lingu¨´ısticas.
Em se tratando de modelos epidemiolo´gicos envolvendo Equac¸o˜es Diferenciais
Parciais (EDP), sa˜o poucos os trabalhos que incorporam informac¸o˜es imprecisas ineren-
tes aos fenoˆmenos. Incertezas na˜o advindas da aleatoriedade, poss´ıveis de serem tratadas
pela lo´gica fuzzy, sa˜o ainda mais dif´ıceis de se encontrar na literatura das EDPs, como
exemplo cita-se [1].
Diante disso, propo˜e-se um modelo integrado envolvendo EDP, lo´gica fuzzy e
me´todos probabil´ısticos, a fim de estudar a dinaˆmica espacial e temporal de fenoˆmenos
epidemiolo´gicos, cujas incertezas sa˜o importantes para sua evoluc¸a˜o.
Para tanto, considera-se como objeto de estudo a febre aftosa em bovinos e
um modelo compartimental tipo do SIR envolvendo EDP, implementado por meio da
te´cnica de elementos finitos, para estudar a evoluc¸a˜o espac¸o-temporal da doenc¸a, com
paraˆmetros de difusa˜o e transmissa˜o incertos. A escolha se deu em func¸a˜o de ser um
fenoˆmeno epidemiolo´gico caracterizado por incertezas e impreciso˜es, com relac¸a˜o a as-
pectos socioeconoˆmicos e ambientais, enquanto influenciadores da evoluc¸a˜o da epidemia,
tornando-se o panorama ideal para a utilizac¸a˜o conjunta dos modelos matema´ticos pro-
postos no tratamento de incertezas, que podem ser agrupadas em duas classes: a variabi-
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lidade, originada da heterogeneidade da populac¸a˜o ou da estocasticidade; e conhecimento
parcial, que resulta de erros sistema´ticos de medida ou do desconhecimento de parte do
processo considerado (subjetividade).
Em relac¸a˜o a` febre aftosa, destaca-se a relevaˆncia na escolha dos paraˆmetros
geradores e influenciadores da doenc¸a, a fim de elaborar indicadores para a obtenc¸a˜o de
um diagno´stico avaliativo do risco epidemiolo´gico. A avaliac¸a˜o toma como base aspectos
incertos, seus pressupostos e escolhas, tais como: informac¸a˜o, educac¸a˜o, conduta das
pessoas, formas de organizac¸a˜o e destino da produc¸a˜o bovina, caracter´ısticas ambientais,
a populac¸a˜o em estudo e a pro´pria doenc¸a.
Diversos autores trabalharam com a representac¸a˜o da dinaˆmica espacial e tem-
poral da doenc¸a por meio de modelos envolvendo, dentre outros, as Equac¸o˜es Diferenciais
Parciais e Autoˆmatos Celulares, como sera´ apresentado no Cap´ıtulo 3. Em geral, os
modelos cla´ssicos de biomatema´tica sa˜o fundamentados em hipo´teses que quantificam o
fenoˆmeno. Pore´m, este estudo torna-se relevante e diferenciado no sentido de trabalhar
com a presenc¸a de caracter´ısticas incertas pro´prias do objeto de estudo e do meio onde
este ocorre, envolvendo o acoplamento de diversas ferramentas matema´ticas, visando a
possibilidade de captar com maior precisa˜o os resultados almejados.
A fim de utilizar um sistema compartimental do tipo SIR, na˜o sera˜o consi-
deradas medidas de controle da doenc¸a, como vacinac¸a˜o e abate dos animais infectados,
de forma que a populac¸a˜o de bovinos possa ser dividida nas classes de suscet´ıveis (S),
infectados (I) e recuperados (R). Esse contexto possibilitara´ estudar a evoluc¸a˜o espacial e
temporal da febre aftosa levando em conta os diversos tipos de incertezas do ponto de vista
epidemiolo´gico, socioeconoˆmico e ambiental, que sera˜o incorporadas pelos paraˆmetros de
dispersa˜o e de transmissa˜o do sistema de EDP. Esses paraˆmetros sera˜o estimados fazendo-
se uso de te´cnicas de conjuntos fuzzy e probabil´ısticas. Sendo assim, a proposta desta tese
constituir-se-a´ da junc¸a˜o das ferramentas matema´ticas listadas a seguir:
1. Sistema de EDP na˜o linear, com paraˆmetros de dispersa˜o e transmissa˜o incertos;
2. Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF) para estimar os paraˆmetros de dis-
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persa˜o e de transmissa˜o;
3. Modelos probabil´ısticos para dar entrada de dados nos eventos fuzzy dos SBRFs;
4. Formulac¸a˜o variacional e discretizac¸a˜o espac¸o-temporal do modelo de EDP, uti-
lizando os me´todos nume´ricos de elementos finitos e Crank-Nicolson;
5. Implementac¸a˜o computacional envolvendo todos os modelos (EDP, fuzzy e estoca´s-
ticos).
A tese sera´ organizada da seguinte forma:
No Cap´ıtulo 1 sera˜o apresentados os aspectos histo´ricos e biolo´gicos da febre
aftosa, cujo conhecimento se faz necessa´rio a` compreensa˜o do desenvolvimento dos modelos
propostos nesse trabalho.
O Cap´ıtulo 2 apresentara´ considerac¸o˜es pertinentes aos modelos matema´ticos
em epidemiologia, com uma breve infereˆncia sobre os tipos de incertezas, tratadas pela
teoria da probabilidade e pela teoria fuzzy, ale´m de alguns conceitos fundamentais sobre
a teoria dos conjuntos fuzzy, necessa´rios ao bom entendimento deste trabalho.
No Cap´ıtulo 3 sera˜o abordados alguns modelos sobre a dinaˆmica espacial e
temporal da febre aftosa, propostos por [23], [14], [13] e [41], que dara˜o embasamento a`
investigac¸a˜o proposta nessa tese.
No Cap´ıtulo 8.2 sera´ desenvolvida a proposta do modelo constitu´ıdo por um
sistema de EDP do tipo SIR, em que a dispersa˜o espacial da populac¸a˜o sera´ incorpo-
rada ao modelo por meio de equac¸o˜es de difusa˜o em cada uma das classes S, I e R.
Levando em considerac¸a˜o que a dispersa˜o da populac¸a˜o na˜o e´ puramente aleato´ria, sera´
admitida a difusibilidade densidade-dependeˆncia. Os paraˆmetros de difusa˜o das equac¸o˜es
determin´ısticas que compo˜em o sistema sera˜o considerados incertos. Isso da´ a possibili-
dade de incorporar informac¸o˜es qualitativas e incertas, pro´prias do fenoˆmeno em estudo,
tais como caracter´ısticas ambientais e comportamentais, e diferenc¸as dos indiv´ıduos com
relac¸a˜o a` sua eficieˆncia de mobilidade devido a` doenc¸a. Sera˜o ainda definidas as varia´veis
lingu¨´ısticas caracter´ısticas ambientais, populac¸a˜o e fase da doenc¸a, que tera˜o a func¸a˜o de
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representar as incertezas a serem agregadas aos paraˆmetros de difusa˜o por meio do uso
de Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF).
Outro ponto importante a ser tratado nesse cap´ıtulo diz respeito ao paraˆmetro
de transmissa˜o da epidemia. E´ sabido que o v´ırus da febre aftosa e´ altamente resistente no
meio ambiente, caracter´ıstica que implica em transmissa˜o na forma indireta de conta´gio.
O estudo avaliara´ se e´ poss´ıvel monitorar e controlar a dispersa˜o do v´ırus no ambiente
de forma eficiente, caso sejam adotadas ac¸o˜es so´cio-econoˆmicas e ambientais apropriadas,
que envolvam a conduta das pessoas e as formas de produc¸a˜o exercidas pelo estabeleci-
mento, ainda que as medidas de controle da epidemia pelos o´rga˜os sanita´rios oficiais na˜o
estejam presentes no cotidiano. Considera-se que estas estrate´gias tenham reflexo direto
na forc¸a de infecc¸a˜o, isso porque, naturalmente, incertezas e impreciso˜es relacionadas a
esses fatores sa˜o fortemente influencia´veis na taxa de transmissa˜o da epidemia. Neste
sentido, visando incorporar ao modelo essas incertezas, admite-se que cada infeccioso tem
a mesma chance de encontro com os suscet´ıveis (lei de ac¸a˜o das massas). Entretanto,
pressupo˜e-se que a forc¸a de infecc¸a˜o, indicada pelo paraˆmetro λ = βI ( β representa
a taxa de transmissa˜o), seja capaz de capturar os efeitos da transmissa˜o da doenc¸a por
fatores incertos, relacionados com as formas de produc¸a˜o, as ac¸o˜es humanas e o ambiente,
responsa´veis pelos “encontros bem-sucedidos” entre suscet´ıveis e o v´ırus propagado pelo
infectado. Para isso, sera´ proposta a taxa β como um paraˆmetro incerto estimado por
meio de uma combinac¸a˜o de regras fuzzy, formuladas a partir das varia´veis lingu¨´ısticas -
estrutura de produc¸a˜o e conduta pessoal - que descrevem incertezas.
Ainda nesse cap´ıtulo sera˜o apresentadas a formulac¸a˜o variacional e a dis-
cretizac¸a˜o espacial e temporal do sistema, buscando obter soluc¸o˜es aproximadas do mo-
delo, por meio da te´cnica de elementos finitos.
O Cap´ıtulo 5 apresentara´, inicialmente, os Sistemas Baseados em Regras Fuzzy
(SBRFs) para estimar os coeficientes de difusa˜o da classe de animais suscet´ıveis e infec-
tados pela febre aftosa. Nesta circunstaˆncia, os coeficientes de difusa˜o sa˜o paraˆmetros
que teˆm cara´ter incerto, dependentes do ambiente, da populac¸a˜o e da enfermidade. Essas
incertezas sa˜o como as da classe do “conhecimento parcial”, que podem ser representadas
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por varia´veis lingu¨´ısticas originadas da necessidade de se distinguir qualificac¸o˜es por meio
de graduac¸o˜es, que sera˜o aqui tratadas pela Lo´gica Fuzzy, mais especificamente, pelos
SBRF, considerados como uma das ferramentas matema´ticas mais poderosas para lidar
com tais incertezas. Nesse cap´ıtulo, sera˜o descritas as varia´veis lingu¨´ısticas definidas no
Cap´ıtulo 8.2, que representam as incertezas inerentes ao ambiente, a` populac¸a˜o e a` pro´pria
doenc¸a, a serem agregadas aos paraˆmetros de difusa˜o. A varia´vel “fase da doenc¸a” ex-
pressa o estado de sau´de do indiv´ıduo infectado. A partir das caracter´ısticas biolo´gicas
da enfermidade, observa-se que quanto maior a carga viral do animal infectado, mais
severos sa˜o os sinais cl´ınicos causados pela doenc¸a. No entanto, na˜o se tem dispon´ıvel
dados quantitativos a respeito da carga viral de cada indiv´ıduo que possibilite mensurar
a varia´vel. Face a isso, sera´ definida a varia´vel “tempo de infecc¸a˜o”, indicando o per´ıodo
da infecc¸a˜o que o indiv´ıduo se encontra. Com essa varia´vel, baseando-se em dados qua-
litativos a respeito da carga viral e em caracter´ısticas sintoma´ticas dos animais doentes,
propo˜e-se mensurar a varia´vel “fase da doenc¸a” por meio de um SBRF, sendo que “tempo
de infecc¸a˜o” representara´ a varia´vel de entrada do sistema.
Tambe´m nesse cap´ıtulo sera´ constru´ıdo um SBRF de forma que as varia´veis
de entrada “estrutura de produc¸a˜o” e “conduta pessoal”, definidas no cap´ıtulo anterior,
possam incorporar a` taxa de transmissa˜o, ainda que de forma impl´ıcita, a influeˆncia
exercida por diversos fatores que agregam incertezas (atividades econoˆmicas, sociais e
ambientais) na transmissa˜o da doenc¸a.
No Cap´ıtulo 6 sera˜o propostos os modelos probabil´ısticos para fazer a leitura
atualizada das varia´veis lingu¨´ısticas, quando apresentam incertezas de variabilidade no
domı´nio das suas func¸o˜es de pertineˆncia dos SBRF.
Esses modelos sa˜o necessa´rios tendo em vista que essas varia´veis apresentam,
ale´m da incerteza proveniente da classe do “conhecimento parcial”, tratada pela lo´gica
fuzzy, a incerteza de variabilidade. A primeira esta´ presente na definic¸a˜o do “evento”,
por exemplo, quando a varia´vel “caracter´ısticas ambientais” e´ qualificada pelo termo
lingu¨´ıstico “mediano”, este termo representa um “evento fuzzy”. A segunda esta´ presente
na chance de ocorreˆncia de “seus elementos” (suporte da func¸a˜o de pertineˆncia correspon-
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dente ao evento fuzzy). Ou seja, cada termo lingu¨´ıstico (ou evento fuzzy) tem fronteira
na˜o clara. Por outro lado, “seus elementos” teˆm uma faixa de valores poss´ıveis que na˜o sa˜o
equ¨iprova´veis segundo uma distribuic¸a˜o aleato´ria. Sendo assim, com a existeˆncia dos dois
tipos de incertezas, percebe-se que a teoria dos conjuntos fuzzy na˜o e´ suficiente, havendo
a necessidade de se fazer uso de outra te´cnica para abordar as incertezas que envolvam
estocasticidade. Nesse sentido, sera´ utilizada a Teoria da Probabilidade, considerada em
geral a ferramenta matema´tica mais apropriada para tratar desse tipo de incerteza.
Assim, um ponto importante a ser destacado nessa tese se refere a` necessidade
de realizar, para cada uma das varia´veis lingu¨´ısticas citadas anteriormente, o acoplamento
entre os modelos fuzzy e probabil´ısticos. Os modelos probabil´ısticos sera˜o propostos nesse
cap´ıtulo fazendo-se uso de algumas distribuic¸o˜es de probabilidade, ale´m do me´todo de
Monte Carlo, a fim de se escolher o valor de entrada para alimentar o SBRF, correspon-
dente a cada varia´vel. Este me´todo gera uma amostra de valores aleato´rios por meio de
uma distribuic¸a˜o de probabilidade devidamente escolhida. A me´dia amostral obtida sera´
utilizada como entrada no SBRF. Esse me´todo sera´ adotado por ser uma te´cnica sim-
ples e confia´vel quanto a` gerac¸a˜o de nu´meros aleato´rios, com a possibilidade de repetir o
experimento em um nu´mero considera´vel de vezes para minimizar o erro na estimativa.
Ainda nesse cap´ıtulo sera´ realizada a implementac¸a˜o computacional, por meio
do acoplamento dos modelos de EDP, fuzzy e probabil´ısticos com o objetivo de estudar a










Figura 1: Esquema ilustrativo da integrac¸a˜o dos modelos de EDP, fuzzy e probabil´ısticos.
Face a` necessidade de acoplar todos os modelos em um u´nico algoritmo, sera´
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considerado o domı´nio teo´rico Ω no formato retangular. Para a discretizac¸a˜o espacial
de Ω sera´ utilizado o me´todo nume´rico de elementos finitos triangulares de primeira or-
dem, e para as aproximac¸o˜es temporais, sera´ utilizado o me´todo impl´ıcito de diferenc¸as
finitas Crank-Nicolson. Sera˜o realizadas treˆs iterac¸o˜es internas a cada passo no tempo,
caracterizando-se assim um me´todo preditor-corretor, que tende a uma aproximac¸a˜o da
ordem de 4t2. A malha da discretizac¸a˜o espacial e´ obtida por meio do software GID -
versa˜o 7.0. A opc¸a˜o por este software se deve a`s vantagens na implementac¸a˜o computa-
cional, ja´ que ele gera arquivos para armazenar as informac¸o˜es sobre a malha de elementos
e as coordenadas de cada no´. Entre essas informac¸o˜es, o software permite fazer um ma-
peamento dos elementos com relac¸a˜o a` varia´vel lingu¨´ıstica “caracter´ısticas ambientais”,
facilitando dessa forma sua leitura.
Para implementar os modelos fuzzy, sera´ utilizada a ferramenta “Fuzzy Logic
Toolbox” contida no ambiente Matlab. Os algoritmos para implementar os Me´todos de
Monte Carlo, os quais descrevem os modelos estoca´sticos, sera˜o constru´ıdos no ambiente
Matlab - versa˜o 7.0. Esses algoritmos e os modelos fuzzy sera˜o anexados ao algoritmo
principal constru´ıdo para a implementac¸a˜o computacional do sistema de EDP, o qual sera´
desenvolvido nos ambientes Matlab - versa˜o 7.0 e Fortran - versa˜o 6.5.
No Cap´ıtulo 7 sera˜o realizadas as simulac¸o˜es nume´ricas que possibilitara˜o ob-
servar o avanc¸o de um foco da febre aftosa sobre uma populac¸a˜o de bovinos suscet´ıveis
em uma fazenda hipote´tica, levando em conta os aspectos incertos considerados no tra-
balho. Para tanto, por meio do registro de caracter´ısticas observadas no estabelecimento
considerado, baseadas nos instrumentos de avaliac¸a˜o diagno´stica propostos nos modelos
fuzzy e estoca´sticos, sera´ poss´ıvel compor va´rios cena´rios com a condic¸a˜o inicial e com as
varia´veis lingu¨´ısticas caracter´ısticas ambientais, estrutura de produc¸a˜o e conduta pessoal.
Isso permitira´ obter estimativas diversas para os paraˆmetros de difusa˜o e transmissa˜o
incertos.
No primeiro ensaio, a fim de aferir a proposta de interligac¸a˜o do modelo de
EDP com os modelos fuzzy e estoca´sticos, implementados por meio de me´todos nume´ricos
de elementos finitos e Crank-Nicolson, considera-se a populac¸a˜o inicial uniformemente
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distribu´ıda no espac¸o, o que possibilitara´ observar se os resultados a serem obtidos sera˜o
coerentes com os de um sistema determin´ıstico de equac¸o˜es diferenciais tipo SIR, para
validar a estrutura do algoritmo constru´ıdo. Em outros ensaios, considera-se a populac¸a˜o
inicial concentrada em alguns pontos do domı´nio, com a composic¸a˜o de cena´rios que
permitira˜o avaliar a influeˆncia das varia´veis “conduta pessoal” e “estrutura de produc¸a˜o”
em relac¸a˜o a` forc¸a de infecc¸a˜o, assim como os paraˆmetros de difusa˜o em relac¸a˜o a` dispersa˜o
da populac¸a˜o. Nesse contexto, pode-se visualizar e avaliar de que forma essas varia´veis
afetam a propagac¸a˜o da epidemia.
O Cap´ıtulo 8 expo˜e uma reflexa˜o do desenvolvimento dos cap´ıtulos prece-
dentes do ponto de vista da contribuic¸a˜o para o conhecimento, de um modo geral, no
desenvolvimento desta tese, assim como as considerac¸o˜es finais observadas. Sa˜o apre-
sentadas, tambe´m, algumas sugesto˜es de trabalhos futuros que possam contribuir para a
continuidade ou melhoria do que ja´ foi proposto.
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Cap´ıtulo 1
A febre aftosa em bovinos: aspectos
histo´ricos e biolo´gicos
1.1 Introduc¸a˜o
A febre aftosa e´ uma doenc¸a viro´tica e de fa´cil disseminac¸a˜o, tambe´m conhecida
como doenc¸a do pe´ e da boca (foot and mouth disease). Afeta naturalmente os animais
biungulados dome´sticos e selvagens: bovinos, bubalinos, ovinos, caprinos e su´ınos. Entre
as espe´cies na˜o biunguladas, foi demonstrada a suscetibilidade de elefantes e capivaras. E´
considerada como zoonose, pore´m com raros casos em humanos. Caracteriza-se por febre
e formac¸a˜o de ves´ıculas na cavidade bucal e espac¸os interdigitais.
O Brasil tem um rebanho de 204.512.737 de bovinos, o equivalente a 19% do
rebanho mundial. A cada ano, suas indu´strias do setor pecua´rio processam 8, 6 milho˜es
de toneladas de carne, que correspondem a 16, 4% do volume mundial. Ainda, 20% desta
carne e´ exportada para 153 pa´ıses, [7].
Segundo [52], no Brasil a febre aftosa e´ um fator limitante para o desenvolvi-
mento econoˆmico da indu´stria animal, ja´ que sua presenc¸a impo˜e a adoc¸a˜o de medidas
sanita´rias no come´rcio interno de animais e de seus produtos na˜o tratados. Numa perspec-
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tiva global, a possibilidade de ocorreˆncia da doenc¸a tem um impacto maior que a doenc¸a
em si mesma, pois o risco da presenc¸a da febre aftosa e´ responsa´vel por custos para os
mantenedores dos animais e para a sociedade como um todo, pelas medidas tomadas para
prevenir a ocorreˆncia da doenc¸a e pela maneira como a confianc¸a no sucesso das medidas
determina o acesso para mercados exportadores.
Face a`s alterac¸o˜es econoˆmicas e sociais impostas pela ocorreˆncia da febre aftosa
em bovinos, e a fim de estudar o comportamento dinaˆmico da epidemia nessa populac¸a˜o,
sa˜o apresentados nesse cap´ıtulo alguns aspectos histo´ricos e biolo´gicos da doenc¸a, cujo
conhecimento se faz necessa´rio ao desenvolvimento dos modelos propostos nesse trabalho.
1.2 Aspectos histo´ricos
A doenc¸a foi observada inicialmente na Franc¸a, Alemanha e Ita´lia durante os
se´culos XV II e XV III. No se´culo XIX, a doenc¸a apareceu em va´rios pa´ıses da Europa,
A´sia, A´frica e Ame´rica.
Apo´s seu surgimento na Ame´rica do Sul em 1887, a febre aftosa foi descrita
pela primeira vez no Brasil em 1895 no Estado do Rio Grande do Sul, de onde se difundiu
para outras unidades federativas. Segundo [35], a aparic¸a˜o da doenc¸a no Brasil coincidiu
com a importac¸a˜o sistema´tica de produtos bovinos de rac¸as europe´ias no surgimento da
indu´stria frigor´ıfica.
Apesar de sua descoberta no Brasil datar do se´culo XIX, as primeiras medidas
espec´ıficas de combate a` doenc¸a, visando a implementac¸a˜o de uma pol´ıtica normativa
e fiscalizadora, foram estabelecidas em 1919 com a implantac¸a˜o do Co´digo de Pol´ıcia
Sanita´ria pelo Ministe´rio da Agricultura.
A Office International de Epizootias (OIE) e´ uma organizac¸a˜o internacional
criada em 1924 e que hoje conta com 151 pa´ıses filiados. Tem como objetivos: garantir
a seguranc¸a sanita´ria animal para o come´rcio internacional com base no desenvolvimento
de padro˜es sanita´rios; coletar e analisar informac¸o˜es cient´ıficas veterina´rias; informar os
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governos sobre a ocorreˆncia da doenc¸a e suas formas de controle; garantir a transpareˆncia
do status dos pa´ıses quanto a`s doenc¸as animais; proporcionar aux´ılio te´cnico e promover
a cooperac¸a˜o internacional do controle de doenc¸as animais. Assim, a OIE possui todos
os dados de ocorreˆncia da febre aftosa e a situac¸a˜o dos pa´ıses membros dessa organizac¸a˜o
quanto a` sua presenc¸a, [9].
Pelo Decreto n◦24548, de 03/07/1934, o Governo Federal Brasileiro aprovou o
Regulamento da Defesa Sanita´ria Animal, contendo medidas de profilaxia para as doenc¸as
dos animais, incluindo a febre aftosa.
A institucionalizac¸a˜o da Campanha de Combate a` Febre Aftosa (CCFA) se
deu em 09 de agosto de 1963 por meio do decreto n◦52.344, publicado no Dia´rio Oficial
da Unia˜o pelo enta˜o presidente do Brasil, Joa˜o Goulart, a qual foi implantado em 1965 no
Rio Grande do Sul e estendido nos anos seguintes aos Estados de Santa Catarina, Parana´,
Sa˜o Paulo, Minas Gerais, Bahia, Esp´ırito Santo, Mato Grosso, Goia´s, Rio de Janeiro e
Sergipe.
A campanha de combate a` febre aftosa se intensificou no in´ıcio dos anos 70
com aux´ılio financeiro do Banco Interamericano de Desenvolvimento (BID). Entretanto,
segundo [35], foi registrado um nu´mero maior de focos devido a` vigilaˆncia e capacidade
de informac¸a˜o mais apurada, apo´s a implantac¸a˜o de sistema de informac¸a˜o.
O marco da de´cada de 70 foi a implantac¸a˜o do controle de qualidade da vacina
e a identificac¸a˜o das “a´reas-problema”, por meio do estudo do traˆnsito animal e sua
comparac¸a˜o com a ocorreˆncia da doenc¸a.
Os esforc¸os para o controle da febre aftosa foram intensificados com a criac¸a˜o do
Comiteˆ Hemisfe´rico de Erradicac¸a˜o da Febre Aftosa, em 1987, realizado em Washington
DC na V Reunia˜o Interamericana de Sau´de Animal. Devido a` liberac¸a˜o mais expressiva de
recursos financeiros e melhora na qualidade das vacinas, deu-se uma significativa reduc¸a˜o
do nu´mero de focos da febre aftosa nesta de´cada.
Em 1992, a OIE foi responsa´vel pela criac¸a˜o do Co´digo Internacional de Sau´de
Animal, o qual determina o crite´rio de classificac¸a˜o dos pa´ıses em relac¸a˜o a` febre aftosa
e tambe´m reconhece a condic¸a˜o de zona infectada, isto e´, a ocorreˆncia da enfermidade
15
em determinada regia˜o de um pa´ıs livre da febre aftosa, com ou sem vacinac¸a˜o, [23]. O
reconhecimento das a´reas livres da doenc¸a e´ uma das atribuic¸o˜es mais importantes da
OIE, segundo a qual os pa´ıses podem ser: livres da febre aftosa sem vacinac¸a˜o; livres da
febre aftosa com vacinac¸a˜o; livres com zonas onde a vacinac¸a˜o e´ praticada e, ainda, pa´ıses
infectados.
Para ser considerado livre de febre aftosa e ter o mercado internacional aberto
para a produc¸a˜o de carne sem restric¸o˜es, o pa´ıs deve provar que na˜o tem febre aftosa e que
a vacinac¸a˜o dos animais contra essa doenc¸a na˜o esta´ ocorrendo. Ha´ uma distinc¸a˜o entre
pa´ıs livre de febre aftosa sem vacinac¸a˜o ou livre com vacinac¸a˜o, sendo que a primeira abre
oportunidades muito maiores no mercado internacional.
Segundo [34], com a implantac¸a˜o do programa de erradicac¸a˜o da febre aftosa
em 1992; com a regionalizac¸a˜o das atividades (circuitos pecua´rios); o estabelecimento de
metas e prazos para seu cumprimento, e com a previsa˜o de erradicac¸a˜o da doenc¸a para o
ano de 2005, a de´cada de 90 representou um marco no combate a` febre aftosa no Brasil.
Nos anos de 2000 e 2001, a febre aftosa reapareceu com forc¸a, atingindo prati-
camente todos os continentes, o que acarretou o sacrif´ıcio de milho˜es de animais, afirma
[33]. A ocorreˆncia no Rio Grande do Sul comprometeu a primeira zona livre de febre
aftosa no Brasil.
O ano de 2002 e´ o primeiro sem ocorreˆncia da doenc¸a no Brasil e os Estados do
Rio Grande do Sul e Santa Catarina recuperam a condic¸a˜o de zona livre com vacinac¸a˜o.
Em 2004, a febre aftosa e´ detectada no estado do Para´ e no final de 2005, foram confir-





Como ja´ dito, a febre aftosa e´ uma enfermidade infecto-contagiosa, epideˆmica, febril
de evoluc¸a˜o aguda. Ataca quase exclusivamente os animais de cascos fendidos, dome´sticos
e selvagens. Ocorre com maior frequ¨eˆncia em bovinos, su´ınos, ovinos e caprinos, sendo
rara em carn´ıvoros e inofensiva em equ¨inos. A doenc¸a e´ ocasionada por um v´ırus do geˆnero
Aphthovirus, cujos sintomas sa˜o caracterizados por febre e leso˜es vesiculares, u´lceras na
boca, focinho, tetas, a´rea interdigital e faixa corona´ria.
A Office International de Epizootias (OIE), responsa´vel pela classificac¸a˜o de
doenc¸as animais, identificou a febre aftosa como uma doenc¸a pertencente a` chamada Lista
A, que corresponde a`s doenc¸as transmiss´ıveis, sem limite de fronteiras, com um potencial
de difusa˜o alto e ra´pido.
1.3.2 Etiologia
A doenc¸a da febre aftosa e´ causada por v´ırus do tipo RNA, da famı´lia Pi-
cornaviridae, geˆnero Aphthovirus. Conte´m um so´ filamento central de a´cido ribonucle´ico
coberto por uma capa prote´ica, que parece consistir de 32 capsoˆmeros, formando uma
ca´psula icosae´drica sime´trica.
Foram identificados pelo menos sete tipos imunologicamente distintos, O; A; C;
SAT 1, 2, 3 (isolados na A´frica) e A´SIA 1 (isolado no Oriente Me´dio). O agente etiolo´gico
apresenta grande tendeˆncia a mutac¸o˜es que originam numerosos subtipos e centenas de
cepas diferentes.
Ja´ foram identificados mais de 60 subtipos de v´ırus causadores da febre aftosa.
A vacinac¸a˜o contra um subtipo pode na˜o proteger contra o outro. Ale´m disso, constataram-
se alguns subtipos dos v´ırus citados, com a particularidade de que uns causam ataques
mais graves que outros e alguns se propagam mais facilmente. Esta complexidade apre-
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senta um aspecto muito desfavora´vel, pois o aparecimento de novos subtipos em uma
regia˜o leva a` falha de imunidade das vacinas utilizadas, possibilitando o aparecimento de
surtos da doenc¸a.
O v´ırus da febre aftosa e´ extremamente resistente a`s influeˆncias externas, in-
cluindo desinfetantes comuns e pra´ticas usuais de armazenamento de carne. Sobrevive
bem no meio ambiente em condic¸o˜es de alta umidade e de pouca incideˆncia solar, princi-
palmente em material orgaˆnico, forragens, pastagens, esterco l´ıquido e so´lido, interior de
celeiros, currais, paredes e na a´gua. Pode permanecer na forragem contaminada e no meio
ambiente por mais de um meˆs, dependendo da temperatura e do pH. O v´ırus pode ser
preservado por refrigerac¸a˜o e congelamento, sendo progressivamente inativado por eleva-
c¸a˜o da temperatura e em pH a´cido menor que 6 e alcalino maior que 9. E´ tambe´m sens´ıvel
aos desinfetantes qu´ımicos, como carbonato de so´dio a 4%, a´cido c´ıtrico a 0, 2%, hidro´xido
de so´dio a 2% e meios f´ısicos como alta temperatura, radiac¸a˜o ultravioleta, ionizac¸a˜o por
raios gama e luz solar. O v´ırus sobrevive nos gaˆnglios linfa´ticos e na medula o´ssea com
pH neutro (em torno de 7), pore´m, se destro´i nos mu´sculos com pH < 6.
1.3.3 Sinais cl´ınicos
Os sinais cl´ınicos sa˜o rigorosos nos animais acometidos pela febre aftosa. Ini-
cialmente os animais apresentam febre alta (40oC a 41oC) seguida de salivac¸a˜o excessiva,
tremores ocasionais, “estalos” labiais, corrimento nasal, perda de apetite, estomatite do-
lorosa aguda, peˆlo sem brilho, abortos e manqueira.
No per´ıodo de 24 a 48 horas, a partir da infecc¸a˜o, surgem ves´ıculas (0, 5 a
10 cm de diaˆmetro) na mucosa oral, espac¸os interdigitais e bandas corona´rias das patas.
No per´ıodo de 2 a 3 dias ocorre o rompimento destas ves´ıculas, ocasionando u´lceras
expostas. As leso˜es na mucosa oral impedem o animal de se alimentar, causando perda
de peso e diminuic¸a˜o da produc¸a˜o de leite. As leso˜es podais aparecem em quase 10% dos
cascos, podendo chegar a 50% ou mais. O animal apresenta dificuldade de locomoc¸a˜o e
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enfermidades secunda´rias, dependendo do tipo de piso que ele tem contato.
Em bovinos, a mortalidade e´ de apenas 2% em adultos e elevada em animais
jovens de ate´ 6 meses de idade. [23] menciona que os animais jovens podem apresentar
mortalidade em torno de 20% em decorreˆncia da miocardite que leva a` morte su´bita
sem sinais aparentes da doenc¸a. A recuperac¸a˜o natural, descartada a possibilidade de
abate dos animais doentes, pode ocorrer entre 7− 15 dias, mas muitos dos sobreviventes
apresentam leso˜es card´ıacas irrecupera´veis.
1.3.4 Diagno´stico
De forma geral, em Medicina o diagno´stico e´ o ato de reconhecer as enfermi-
dades e determinar seus agentes causadores, individualmente ou em populac¸o˜es espec´ıficas,
seja animal ou humana. No caso da febre aftosa, o diagno´stico compreende definir e de-
limitar geograficamente o que esta´ ocorrendo no momento atual, ou seja, e´ um trabalho
de integrac¸a˜o entre cl´ınicos, epidemiologistas e laborato´rios, correspondendo a cada um
uma missa˜o espec´ıfica.
O diagno´stico cl´ınico determina o tipo de enfermidade mediante a observac¸a˜o
dos sintomas dos indiv´ıduos enfermos. Pore´m, os dados cl´ınicos por si so´ na˜o sa˜o suficientes
para determinar com precisa˜o a enfermidade e muito menos o tipo de v´ırus. Portanto, e´
necessa´rio que a identificac¸a˜o da enfermidade e a confirmac¸a˜o diagno´stica sejam realizadas
em laborato´rios.
Apo´s o exame cl´ınico, e´ realizada em cada foco da doenc¸a, a coleta de ma-
teriais no flu´ıdo vesicular ou epite´lio podendo ser usada a te´cnica de colher fluidos do
esoˆfago/faringe do animal. Seguindo as normas de seguranc¸a e qualidade, as amostras
sa˜o submetidas a investigac¸o˜es basicamente biolo´gicas em laborato´rios.
O diagno´stico epidemiolo´gico determina os elementos de suspeita para a febre
aftosa, que correspondem a` elevada taxa de morbidade e escassa mortalidade, a deter-
minac¸a˜o das espe´cies afetadas e idades dos animais enfermos.
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O diagno´stico de laborato´rio e´ realizado para confirmar o diagno´stico cl´ınico
e epidemiolo´gico, comprovando a presenc¸a do v´ırus causador da enfermidade e indicando
o tipo e subtipo. As provas de laborato´rio para confirmac¸a˜o incluem: Fixac¸a˜o de Com-
plemento, prova de Precipitac¸a˜o em difusa˜o de Gel-agar (PDAG), v´ırus neutralizac¸a˜o e
prova de imunidade cruzada.
1.3.5 Formas de transmissa˜o
O v´ırus da febre aftosa se isola em grandes concentrac¸o˜es no l´ıquido das
ves´ıculas que se formam na mucosa da l´ıngua e nos tecidos moles em torno das unhas.
O sangue conte´m grandes quantidades de v´ırus durante as fases iniciais da enfermidade,
quando o animal e´ muito contagioso.
O per´ıodo de incubac¸a˜o do v´ırus varia entre 2 e 8 dias apo´s o contato. Nesse
per´ıodo, ha´ uma grande replicac¸a˜o do v´ırus, inicialmente na faringe, e pode estar presente
em todas as secrec¸o˜es e excrec¸o˜es, tornando o animal um grande disseminador.
A principal forma de transmissa˜o, em condic¸o˜es naturais, se da´ por contato
direto entre um animal infectado e um animal suscet´ıvel. Ou seja, o animal infectado
expele o v´ırus por meio de aerosso´is que penetram pelas vias respirato´rias do animal
suscet´ıvel, contaminando-o.
Quando as ves´ıculas do animal infectado se rompem, o v´ırus passa a` saliva e
com a baba infecta os alojamentos, os pastos e as estradas por onde ele passa. Acrescente-
se a isto o fato de que o v´ırus resiste durante meses em carcac¸as congeladas, principalmente
na medula o´ssea; dura muito tempo na erva dos pastos e na forragem ensilada; persiste
por tempo prolongado na farinha de ossos, nos couros, nos fardos de feno, nas fezes, seˆmen
e no leite. Esta resisteˆncia do v´ırus possibilita outra forma de transmissa˜o - a transmissa˜o
por contato indireto. Nesse caso, o v´ırus pode ser transportado de um animal para outro
ou de uma fazenda para outra, das seguintes formas:
• Pelo ar, especialmente em zonas temperadas, a uma distaˆncia aproximada de ate´
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60 km;
• Pela a´gua de rios e co´rregos contaminados pela doenc¸a;
• Por diversas espe´cies de animais que transitam livremente entre as fazendas, tais
como roedores, veados, ca˜es, gatos, corvos, urubus e aves;
• Pelo traˆnsito de pessoas em a´reas contaminadas (as pessoas podem contaminar-
se com o v´ırus nas fossas nasais, ma˜os, roupas e calc¸ados, levando o v´ırus ate´
outros animais e, o v´ırus resiste no trato respirato´rio ou garganta do homem por
aproximadamente 24 horas);
• Por ferramentas, ve´ıculos e qualquer outro material que tenha estado em contato
com animal enfermo ou com o v´ırus da febre aftosa, que podem tambe´m servir de
fonte de contaminac¸a˜o;
• Pelo transporte e importac¸a˜o de animais e subprodutos de origem animal que este-
jam infectados ou por pessoas que viajam atrave´s das fronteiras.
1.3.6 Tratamento e controle
Na˜o existe tratamento contra a febre aftosa, e sim medidas preventivas es-
pec´ıficas. Nos pa´ıses onde a enfermidade e´ considerada endeˆmica, como e´ o caso do Brasil,
a incideˆncia da enfermidade e´ controlada por quarentena, erradicac¸a˜o local, tipagem vi-
ral e revacinac¸a˜o do gado em contato ou sob risco, com o apropriado subtipo viral. A
vacinac¸a˜o e´ a u´nica medida de profilaxia, o que na˜o impede totalmente o aparecimento
de surtos devido aos subtipos de v´ırus na˜o contidos nas vacinas.
Para minimizar o sofrimento dos animais com o aparecimento de mastites e
pneumonia bacteriana secunda´ria sa˜o realizados tratamentos auxiliares com antibio´ticos
sisteˆmicos.
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Em caso de ocorreˆncia de focos da febre aftosa, o Ministe´rio da Agricultura,
por meio do Manual de Procedimentos em Focos de Febre Aftosa [9], orienta para que
sejam tomadas as seguintes medidas profila´ticas:
• Interdic¸a˜o e quarentena da propriedade onde esteja ocorrendo a febre aftosa, com
implantac¸a˜o de postos de fiscalizac¸a˜o e proibic¸a˜o de sa´ıda de animais, produtos e
subprodutos de animais suscet´ıveis a` febre aftosa;
• Restric¸a˜o do traˆnsito de animais pelo mesmo per´ıodo;
• Sacrif´ıcio de animais infectados, recuperados e de animais suscet´ıveis que entram
em contato com indiv´ıduos infectados;
• Desinfecc¸a˜o dos locais e de todo o material infectado (artefatos, roupas, ve´ıculos,
etc.);
• Instaurac¸a˜o de uma a´rea de seguranc¸a de raio varia´vel de 5 a 10 Km com cen-
tro na propriedade positiva (na dependeˆncia da presenc¸a de barreiras naturais que
dificultem a dispersa˜o do v´ırus);
• Determinac¸a˜o de vacinac¸a˜o de animais suscet´ıveis na regia˜o do foco e perifocal.
Nesse cap´ıtulo, fez-se um breve relato sobre questo˜es histo´ricas e biolo´gicas
pertinentes a` epidemia da febre aftosa em bovinos, seu processo de transmissa˜o, medidas
de controle da doenc¸a e sua importaˆncia econoˆmica e social, visando introduzir o cena´rio
em que se dara´ a aplicac¸a˜o dos modelos matema´ticos integrados, cuja descric¸a˜o tera´ in´ıcio




Esse cap´ıtulo e´ reservado para um breve comenta´rio sobre os modelos mate-
ma´ticos em epidemiologia (Sec¸a˜o 2.1) e para a apresentac¸a˜o de conceitos fundamentais
da teoria dos conjuntos fuzzy (Sec¸a˜o 2.2), os quais acredita-se serem necessa´rios para um
bom entendimento deste trabalho.
2.1 Modelos matema´ticos em epidemiologia: uma in-
troduc¸a˜o
Uma das metas ba´sicas da cieˆncia atual e´ criar, a partir dos fenoˆmenos reais,
modelos que possam descrever e predizer o comportamento de tais fenoˆmenos. Um nu´mero
considera´vel de trabalhos envolvendo modelagem matema´tica vem sendo proposto para
descrever as complexas interac¸o˜es entre os seres vivos, baseados nos modelos usados para
investigac¸a˜o do crescimento e decl´ınio de populac¸o˜es de Verhulst (1838), Lotka-Volterra
(1926) e Malthus (1798) considerados os pioneiros nesta a´rea de aplicac¸a˜o.
A modelagem matema´tica consiste no processo de extrac¸a˜o de caracter´ısticas
pertinentes de um objeto ou sistema, com ajuda de hipo´teses e aproximac¸o˜es simplifi-
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cadoras, e representadas em termos matema´ticos. Segundo [6], a modelagem matema´tica
e´ um processo dinaˆmico utilizado para a obtenc¸a˜o e validac¸a˜o de modelos matema´ticos.
E´ a arte de transformar situac¸o˜es da realidade em problemas matema´ticos, cujas soluc¸o˜es
devem ser interpretadas na linguagem do mundo real. E ainda, uma forma de abstrac¸a˜o
e generalizac¸a˜o com a finalidade de prever tendeˆncias.
Isso remete ao conceito de modelo matema´tico como uma representac¸a˜o ou in-
terpretac¸a˜o simplificada da realidade. E´ um conjunto de s´ımbolos e relac¸o˜es matema´ticas
que representam de alguma forma o objeto estudado, desenvolvidos pela elaborac¸a˜o cuida-
dosa de ide´ias formadas a partir da intuic¸a˜o e conhecimentos ja´ adquiridos do fenoˆmeno.
Desta forma, os modelos podem ser modificados, aprimorados ou substitu´ıdos por outros
para se obter uma compreensa˜o cada vez mais adequada daquilo que esta´ ocorrendo na
natureza.
A modelagem matema´tica de situac¸o˜es ou fenoˆmenos, por meio de suas va-
riac¸o˜es, tem como caracter´ıstica essencial a evoluc¸a˜o do sistema. Neste caso, o termo
taxa de variac¸a˜o aparece de forma impl´ıcita em palavras, tais como: taxa de crescimento,
taxa de crescimento relativo, taxa de mortalidade, velocidade, acelerac¸a˜o, taxa de reac¸a˜o,
entre outras. Quantidades que influenciam em algum processo dinaˆmico sa˜o denominadas
varia´veis, paraˆmetros ou tambe´m constantes. Na˜o existe uma diferenc¸a precisa entre
estes termos, a distinc¸a˜o e´ apenas convencional: varia´veis representam “grandezas” que
se modificam durante o processo; paraˆmetros sa˜o medidas auxiliares que podem ou na˜o
mudar durante o processo; constantes sa˜o quantidades que na˜o variam e teˆm seus valores
fixados a priori.
No decurso dos u´ltimos 60 anos, a definic¸a˜o de epidemiologia tem vindo a
alargar-se desde a sua preocupac¸a˜o com as doenc¸as infecto-contagiosas e outras doenc¸as
transmiss´ıveis (o estudo das epidemias) ate´ abarcar, presentemente, todos os fenoˆmenos
relacionados com a sau´de das populac¸o˜es. Epidemiologia pode ser definida como o estudo
da ocorreˆncia, disseminac¸a˜o e controle das doenc¸as e tem por base a coleta de informac¸o˜es
estat´ısticas detalhadas, podendo compreender desde o puramente descritivo ate´ o anal´ıtico
experimental.
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A Epidemiologia Matema´tica consiste em estabelecer, a partir de observac¸o˜es
do fenoˆmeno epideˆmico, hipo´teses matema´ticas para quantificar os conhecimentos biolo´gi-
cos a respeito da dinaˆmica de transmisso˜es de infecc¸o˜es e tambe´m para estudar a evoluc¸a˜o
de doenc¸as epideˆmicas, [61].
Na luta contra as doenc¸as infecciosas, busca-se otimizar esforc¸os para seu con-
trole e erradicac¸a˜o, com a possibilidade de resultados em curto prazo. Para isso, elas
sa˜o consideradas em dois grupos: as de transmissa˜o direta, que na˜o dependem de inter-
media´rios para a transmissa˜o, por exemplo: a epidemia do sarampo, da caxumba e da
rube´ola; e as de transmissa˜o indireta, cuja disseminac¸a˜o depende de um vetor transmissor,
como por exemplo: dengue, mala´ria e mal de Chagas.
A transmissa˜o direta ocorre atrave´s do meio f´ısico, quando se da´ um contato
apropriado entre um indiv´ıduo infectado (aquele que apresenta concentrac¸a˜o razoa´vel do
agente pato´geno em seu organismo) com um indiv´ıduo suscet´ıvel (aquele que na˜o esta´
infectado, mas pode ser infectado). A transmissa˜o indireta ocorre pela disseminac¸a˜o do
agente pato´geno por meio de vetores como o homem, pa´ssaros, insetos, animais, ve´ıculos,
entre outros, os quais manteˆm contato direto com os indiv´ıduos suscet´ıveis.
A maioria dos modelos matema´ticos para populac¸o˜es acometidas de uma de-
terminada infecc¸a˜o tem como ponto inicial a hipo´tese de que a populac¸a˜o total pode ser
dividida em subpopulac¸o˜es, apresentando significados epidemiolo´gicos em conformidade
com a dinaˆmica biolo´gica da doenc¸a. Estes modelos distinguem os indiv´ıduos de uma po-
pulac¸a˜o de acordo com seu estado em relac¸a˜o a` doenc¸a, chamados modelos determin´ısticos
compartimentais.
Tais modelos sa˜o formulados por equac¸o˜es diferenciais e baseiam-se na Lei de
Ac¸a˜o de Massas, originada do estudo da cine´tica qu´ımica. Esta lei postula que a taxa de
formac¸a˜o dos compostos e´ proporcional a`s concentrac¸o˜es dos reagentes. A aceitac¸a˜o da lei
da ac¸a˜o das massas e´ baseada no fato de que cada part´ıcula dos reagentes movimenta-se
independentemente das demais, o que significa que a mistura e´ homogeˆnea e portanto
todas as part´ıculas teˆm a mesma chance de encontro que as demais. A traduc¸a˜o dessa
lei para os modelos matema´ticos e´ feita considerando o “encontro” entre varia´veis, como
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sendo o produto delas, [4].
A transposic¸a˜o desta lei para a epidemiologia deu-se, inicialmente, com os
modelos de Kermack e McKendrick, [28, 39]. Estes modelos teˆm como base a hipo´tese
que os indiv´ıduos infecciosos esta˜o distribu´ıdos homogeneamente em toda a populac¸a˜o e
teˆm o mesmo poder de transmitir a doenc¸a. Entre eles, destaca-se o modelo cla´ssico do
tipo SIR para epidemias que, embora simples, exerce grande influeˆncia no desenvolvimento
e evoluc¸a˜o dos modelos atuais para doenc¸as infecciosas de transmissa˜o direta, sendo desta
forma citado como ferramenta ba´sica em termos de sau´de pu´blica. E´ u´til para uma ana´lise
preliminar da dinaˆmica de va´rias epidemias e se constitui em um argumento ba´sico, a
partir do qual e´ poss´ıvel construir-se modelos mais includentes por meio da cr´ıtica lu´cida
de algumas questo˜es espec´ıficas.
No modelo SIR, a classificac¸a˜o dos indiv´ıduos e´ simplesmente por “estado”,
ou seja, subdivide a populac¸a˜o estudada nas classes ou compartimentos:
• Suscet´ıveis (S = S(t)): nu´mero de indiv´ıduos sadios e aptos a contra´ırem a doenc¸a
por contato com infecciosos, no instante t;
• Infecciosos (I = I(t)): nu´mero de indiv´ıduos anteriormente suscept´ıveis que con-
tra´ıram a doenc¸a de outros infecciosos e passam imediatamente a serem transmis-
sores dela por contato, no instante t;
• Recuperados (R = R(t)): nu´mero de indiv´ıduos que, de infecciosos, passam a na˜o
mais participar da dinaˆmica epideˆmica, no instante t.
O processo epidemiolo´gico do modelo SIR e´ esquematizado pelo sistema com-
partimental ilustrado na Figura 2.1
S RIβ µ
Figura 2.1: Modelo compartimental do tipo SIR.
Nesse caso, um indiv´ıduo sadio entra em contato com um infectado e, atrave´s
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de algum mecanismo de transmissa˜o, pode passar a ser um membro da subpopulac¸a˜o de
infectados, dependendo da taxa de transmissa˜o β. Ja´ os indiv´ıduos infectados podem
ser removidos para a subpopulac¸a˜o dos recuperados por reabilitac¸a˜o da doenc¸a ou por
isolamento a uma taxa µ.
A formulac¸a˜o matema´tica do modelo SIR, em se tratando de uma populac¸a˜o
supostamente homogeˆnea, no sentido de que na˜o descreve o aspecto de um indiv´ıduo
segundo a sua localizac¸a˜o espacial, idade ou segundo qualquer outra medida cont´ınua,
e´ um problema de valor inicial, que pode ser representado, entre outras ferramentas












com t ≥ 0, satisfazendo as condic¸o˜es iniciais: S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = 0.
Nesta representac¸a˜o, os suscet´ıveis decrescem a uma taxa proporcional ao
nu´mero de encontros com os infecciosos (βSI, β > 0); os infectados aumentam na mesma
taxa e perdem os que sa˜o curados (isolados ou mortos); a variac¸a˜o dos recuperados e´ pro-
porcional a` quantidade de infectados (µI), onde µ > 0 e´ um paraˆmetro constante e, µ−1 e´
o tempo me´dio durante o qual um indiv´ıduo fica infeccioso. A evoluc¸a˜o dos contingentes
populacionais ao longo do tempo de um modelo tipo SIR, representado por um sistema
de EDO pode ser ilustrada pela Figura 2.2.
Para os modelos epidemiolo´gicos cla´ssicos, um paraˆmetro essencial e´ o valor
de reprodutividade basal (R0), que da´ o nu´mero me´dio de novas infecc¸o˜es causadas por
um indiv´ıduo infectado, introduzido em uma populac¸a˜o inteiramente suscet´ıvel, durante
todo o tempo de infecciosidade. Dessa forma, esse paraˆmetro indica sob quais condic¸o˜es
a doenc¸a se propaga na populac¸a˜o. Se o indiv´ıduo infectado consegue provocar mais que
um caso de infecc¸a˜o, isto e´, se R0 > 1, enta˜o a doenc¸a se propaga. Por outro lado, quando
R0 < 1, a doenc¸a se extingue [4].
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Figura 2.2: Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais descrita por um modelo compartimental do tipo
SIR, representado por um sistema de EDO, considerando S0 = 30, I0 = 1, R0 = 0, β = 0, 05 e µ = 0, 1.
Outros modelos epidemiolo´gicos do tipo SIRS, SIS ou SI podem ser cons-
tru´ıdos, os quais diferem entre si, seja pela escala de tempo de interesse com dinaˆmica
vital (morte ou nascimento) ou na˜o, seja pelo tipo de mortalidade considerada, incluindo
mortalidade induzida pela doenc¸a ou na˜o, ou ainda pelo tipo de comportamento dinaˆmico
apresentado pela populac¸a˜o, na auseˆncia da doenc¸a.
Em muitos modelos epidemiolo´gicos, a simples descric¸a˜o de uma populac¸a˜o ou
a formulac¸a˜o de sua dinaˆmica exige um conhecimento de caracter´ısticas dos seus indiv´ıduos
que sa˜o determinadas, na˜o por ro´tulos discretos (sexo, espe´cie, etc), mas por meio de
medidas cont´ınuas, como por exemplo, sua posic¸a˜o ao longo de um eixo de coordenadas, ou
a sua idade, peso, aˆngulo de orientac¸a˜o, etc. Nestes casos na˜o basta considerar unicamente
a varia´vel temporal, e´ imprescind´ıvel considerar, tambe´m, varia´veis espaciais no estudo
do comportamento evolutivo de uma enfermidade.
Ao acrescentar a varia´vel espacial, o modelo SIR pode ter uma formulac¸a˜o
matema´tica representada por metodologias variadas, desde as mais cla´ssicas como as
Equac¸o˜es Diferenciais Parciais (EDP), a`s na˜o ta˜o cla´ssicas, como Autoˆmatos Celulares.
Para o caso de representar um modelo tipo SIR por EDP, a dispersa˜o espacial
dos indiv´ıduos pode ser razoavelmente descrita por um modelo de difusa˜o. Estas equac¸o˜es
quantificam a densidade em cada posic¸a˜o e em cada instante, fornecendo assim, boas
28
informac¸o˜es para analisar o movimento da populac¸a˜o quando na˜o podemos “perseguir”
os indiv´ıduos, [27].
Os estudos pioneiros sobre dinaˆmica de populac¸o˜es biolo´gicas que consideram a
distribuic¸a˜o espacial e sua movimentac¸a˜o pela difusa˜o cla´ssica sa˜o relativamente recentes
e podem ser representados pelos trabalhos fundamentais de R. A. Fisher sobre gene´tica na
de´cada de 1930, e de J. G. Skellam sobre a dispersa˜o de populac¸o˜es de animais e plantas
na de´cada de 1950, [47]; modelos sobre morfogeˆnese de A. M Turing, [59] e modelos em
epidemiologia, como o de Kermack e McKendrick, entre os quais destacam-se os de [44],
este reuniu, em 1989, uma coletaˆnea de trabalhos a partir dos quais propoˆs modelos para
estudar o espalhamento espacial da raiva epideˆmica em raposas.
Como ja´ referido, ao levar em conta a dinaˆmica espacial, um modelo do tipo
SIR tambe´m pode ser descrito matematicamente por autoˆmato celular, que consiste em
um espac¸o euclidiano dividido em uma grade de ce´lulas uniformes e regulares, sendo que
cada ce´lula possui um conjunto finito de estados predefinidos, e um conjunto de condic¸o˜es
necessa´rias para a mudanc¸a de estado. Os autoˆmatos celulares evoluem a passos de tempo
discretos, nos quais as ce´lulas sa˜o simultaneamente atualizadas com base no estado das
ce´lulas em suas vizinhanc¸as, de acordo com um conjunto de regras. Muitos trabalhos
recentes compreendendo o estudo de dinaˆmica populacional teˆm sido desenvolvidos por
por meio de autoˆmato celular, destacando-se dentre estes os trabalhos de [50] e [13].
A teoria de epidemiologia matema´tica com base no princ´ıpio da ac¸a˜o das mas-
sas, em geral, na˜o considera as diferenc¸as na transmissa˜o da doenc¸a. Em vez disso, assume
que a populac¸a˜o esta´ distribu´ıda de forma homogeˆnea, na qual a taxa de contato e´ con-
siderada como um paraˆmetro constante. Nesse caso, todo indiv´ıduo tem a mesma chance
de encontro, e tambe´m de transmitir a doenc¸a, cuja evoluc¸a˜o dependera´ unicamente da
transmissibilidade do agente infeccioso, [20]. Ainda segundo [4], o paraˆmetro de conta´gio
e´ avaliado por uma espe´cie de me´dia obtida na populac¸a˜o e, com isso, os indiv´ıduos
infectados teˆm o mesmo poder de infectar os suscet´ıveis.
Entretanto, em epidemiologia uma mesma doenc¸a pode se manifestar de formas
diferenciadas nos indiv´ıduos. Assim, e´ razoa´vel se esperar que existam indiv´ıduos com
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maior poder de transmitir a doenc¸a que outros, ou seja, existem diferentes graus de
infecciosidade. As chances de encontros sa˜o as mesmas para cada indiv´ıduo. Mas o sucesso
da conversa˜o de um suscet´ıvel em infectado depende de va´rios fatores, como por exemplo,
o grau de infecciosidade e/ou suscetibilidade, [4, 39]. As doenc¸as sa˜o frequ¨entemente des-
critas com a utilizac¸a˜o de termos lingu¨´ısticos, que podem ser intrinsecamente vagos, uma
vez que muitas sa˜o as varia´veis qualitativas em epidemiologia, cujas caracter´ısticas podem
conduzir a dificuldades na utilizac¸a˜o de me´todos quantitativos, [45]. Ainda segundo a
autora, sistemas biolo´gicos, me´dicos e epideˆmicos apresentam va´rios tipos de incertezas
inerentes aos seus processos.
Muitas caracter´ısticas de incertezas podem ser representadas por modelos de-
termin´ısticos gerais do tipo compartimental, onde a classe dos infectados e´ subdividida em
grupos, de acordo com o esta´gio da doenc¸a (modelos denominados SInR). No entanto,
existem muitas dificuldades matema´ticas para resolver modelos desta natureza, sendo
fundamental o uso de ferramentas que incorporem informac¸o˜es imprecisas nos modelos.
De acordo com [39], em epidemiologia, as incertezas podem ser agrupadas
segundo duas classes: a variabilidade, originada da heterogeneidade da populac¸a˜o ou da
estocasticidade; e a do conhecimento parcial, que resulta de erros sistema´ticos de medida
ou do desconhecimento de parte do processo considerado (subjetividade). Portanto, ainda
segundo os autores, as duas classes de incertezas devem ser tratadas por me´todos diferentes
e mais apropriados a cada uma. Segundo [4], a incerteza proveniente da aleatoriedade de
eventos esta´ bem desenvolvida, ocupando um lugar de destaque na galeria da Matema´tica
por meio da Teoria da Probabilidade. Pore´m, [39] reportam que essa teoria na˜o consegue,
na maioria das vezes, abordar o problema da ignoraˆncia e da subjetividade. Nesses casos, a
lo´gica fuzzy pode ser considerada como uma das ferramentas matema´ticas mais poderosas
para lidar com tais incertezas, impreciso˜es e verdades parciais, permitindo a tratabilidade
de problemas do mundo-real, muitas vezes com soluc¸o˜es de baixo custo.
A teoria da lo´gica fuzzy tem sido desenvolvida para lidar com o conceito de
verdade parcial, ou seja, com valores de verdade entre o complemento verdadeiro e o
complemento falso da lo´gica Booleana. Neste sentido, a lo´gica fuzzy difere da lo´gica
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convencional, pois ela permite considerar afirmac¸o˜es com valores entre falso e verdadeiro,
possibilitando inclusive trabalhar com varia´veis lingu¨´ısticas.
Muitas tentativas razoa´veis e bem-sucedidas usando esta ferramenta teˆm sido
feitas no sentido de incluir comportamentos variados. Por exemplo, [24] faz um estudo so-
bre a populac¸a˜o HIV positiva, em que a taxa de transfereˆncia da populac¸a˜o assintoma´tica
para sintoma´tica e´ um paraˆmetro que tem cara´ter incerto, dependente da carga viral e
do n´ıvel de CD4+ dos indiv´ıduos infectados. Considera que a taxa de transfereˆncia e´
expressa por um conjunto fuzzy, isto e´, a taxa de transfereˆncia e´ definida por meio de
descric¸a˜o das varia´veis lingu¨´ısticas.
O marco inicial da teoria de conjuntos fuzzy, possibilitando tratar matemati-
camente alguns termos lingu¨´ısticos incertos, foi dado pelo matema´tico Lotfi Asker Zadeh,
professor do Departamento de Engenharia Ele´trica e Cieˆncias da Computac¸a˜o da Univer-
sidade da Califo´rnia, em Berkeley, por meio do artigo “Fuzzy Sets” publicado em 1965,
[60]. Esse seria um primeiro passo no sentido de se programar e armazenar conceitos
vagos em computadores, tornando poss´ıvel a produc¸a˜o de operac¸o˜es com informac¸o˜es
imprecisas, a exemplo do que faz o ser humano. A principal intenc¸a˜o era a de dar um
tratamento matema´tico a certos termos lingu¨´ısticos subjetivos, como “aproximadamente”,
“em torno de”, dentre outros. Esta teoria tem contribu´ıdo de maneira significativa para o
desenvolvimento de novas ferramentas para a modelagem de fenoˆmenos incertos. Dentre
estas contribuic¸o˜es, destaca-se o tratamento das equac¸o˜es diferenciais com incertezas nos
paraˆmetros e condic¸a˜o inicial (equac¸o˜es diferenciais fuzzy), primeiramente estudadas por
[26] e [57].
Na pro´xima sec¸a˜o sa˜o apresentados os conceitos fundamentais da teoria dos
conjuntos fuzzy, que sera˜o utilizados em cap´ıtulos posteriores.
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2.2 Conceitos fundamentais da teoria de conjuntos
fuzzy
Num conjunto cla´ssico A, sabe-se dizer se um dado elemento x ∈ A ou se x /∈ A.
Pore´m, existem inu´meras situac¸o˜es em que a relac¸a˜o de pertineˆncia na˜o e´ muito clara,
como para conjuntos cuja fronteira na˜o e´ bem definida. Por exemplo, dado o conjunto B
(B ⊂ R) dos nu´meros pro´ximos de 0. Os nu´meros 0, 1 e 0, 9 pertencem a B? A resposta
a esta pergunta e´ incerta, pois na˜o pode-se dizer com objetividade se um nu´mero esta´ ou
na˜o pro´ximo de 0. No entanto, pode-se dizer qual o elemento do conjunto universo R que
se enquadra “melhor” ao termo que caracteriza o conjunto B. Uma afirmac¸a˜o razoa´vel,
neste caso, e´ que 0, 1 esta´ mais pro´ximo de 0 que 0, 9. Assim, pode-se associar a 0, 1 e
0, 9 graus de pertineˆncia compat´ıveis com o conceito que “caracteriza” o conjunto B.
Dessa forma, e´ poss´ıvel imaginar uma infinidade de conceitos que possuem a
caracter´ıstica de na˜o estarem bem definidos em suas fronteiras. Por exemplo, o conjunto
dos homens altos, o diagno´stico me´dico de um paciente, classificac¸a˜o de bacte´rias quanto
a` sua natureza vegetal ou animal, [3].
Para obter a formalizac¸a˜o matema´tica de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se
no fato de que qualquer conjunto cla´ssico pode ser representado por sua func¸a˜o caracte-
r´ıstica, cuja definic¸a˜o e´ dada a seguir.
Definic¸a˜o 1 (Func¸a˜o caracter´ıstica) Considere o conjunto universo U tal que U 6= ∅.
Um conjunto A ⊂ U tem associado, de maneira natural, sua func¸a˜o caracter´ıstica χA :
U → {0, 1}, definida por:
χA(x) =

 1 se x ∈ A0 se x /∈ A .
O domı´nio da func¸a˜o χA e´ o conjunto U , ao passo que sua imagem esta´ contida
no conjunto {0, 1}. Assim, a func¸a˜o caracter´ıstica descreve completamente o conjunto A,
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ja´ que χA(x) = 1 indica que o elemento x esta´ em A e χA(x) = 0, indica que x na˜o e´
elemento de A.
2.2.1 Subconjuntos fuzzy
A intenc¸a˜o de Zadeh, ao definir subconjunto fuzzy, foi flexibilizar a pertineˆncia
de elementos aos conjuntos, criando a ide´ia de grau de pertineˆncia. Dessa forma, um ele-
mento poderia pertencer parcialmente a um dado conjunto. Ou seja, em seu artigo consi-
derado o marco do nascimento da teoria de conjuntos fuzzy, [60] ampliou o contra-domı´nio
da func¸a˜o caracter´ıstica χA, que e´ o conjunto {0, 1} para o intervalo [0, 1]. Admitiu,
portanto, que um elemento ao pertencer a um conjunto o faz com um determinado grau.
Definic¸a˜o 2 (Subconjunto fuzzy) Seja U um conjunto (cla´ssico). Um subconjunto
fuzzy F de U e´ caracterizado por uma func¸a˜o ϕF : U → [0, 1], pre´-fixada, chamada
func¸a˜o de pertineˆncia do subconjunto fuzzy F .
Note que ϕF ∈ [0, 1] representa o grau de pertineˆncia do elemento x ∈ U ao
subconjunto fuzzy F . Por outro lado, se ϕF(x) = 0 tem-se que x na˜o pertence a F ; se
ϕF(x) = 1 diz-se que x pertence totalmente a F e se 0 < ϕF(x) < 1 diz-se que x pertence
parcialmente a F . Nesse sentido, pode-se afirmar que um conjunto cla´ssico (conjunto
crisp) e´ um caso particular do subconjunto fuzzy, cuja func¸a˜o de pertineˆncia ϕF e´ sua
func¸a˜o caracter´ıstica χF . Com o intuito de simplificar o texto, o subconjunto fuzzy sera´
referido por conjunto fuzzy.
Uma func¸a˜o de pertineˆncia e´ uma func¸a˜o nume´rica gra´fica ou tabulada, que
atribui valores de pertineˆncia fuzzy para valores de uma varia´vel em seu conjunto universo.
E´ importante observar que o universo de uma varia´vel representa o intervalo nume´rico de
todos os poss´ıveis valores reais que uma varia´vel espec´ıfica pode assumir, [49]. As formas
para as func¸o˜es de pertineˆncia sa˜o totalmente arbitra´rias; sua escolha depende de fatores
que esta˜o relacionados com o contexto do problema a ser estudado.
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Exemplo 2.2.1 (Nu´meros pro´ximos de zero) Seja o conjunto fuzzy B dos nu´meros
pro´ximos de 0. Neste caso, R sera´ o conjunto universo.
Do ponto de vista apenas da teoria fuzzy, qualquer uma das func¸o˜es de per-
tineˆncia ilustradas na Figura 2.3 podem representar o conjunto fuzzy B.
































Figura 2.3: Representac¸o˜es do conjunto fuzzy “nu´meros pro´ximos de zero”.
E´ claro que ϕB(0) = 1 significa que x = 0 pertence totalmente ao conjunto
fuzzy B e cada vez que x esteja mais longe de zero seu grau de pertineˆncia vai diminuindo
simetricamente ate´ anular-se fora do intervalo [−2, 2].
Com essa escolha, se esta´ aceitando que os elementos cuja distaˆncia a x = 0 e´
maior do que 2, sa˜o considerados definitivamente “longe” de zero.
E´ evidente que existem infinitos crite´rios diferentes de representar o mesmo
conjunto fuzzy, mas a ide´ia central e´ que a func¸a˜o de pertineˆncia tenha que refletir, da
melhor maneira poss´ıvel, as caracter´ısticas mais relevantes do conjunto fuzzy que se deseja
representar.
2.2.2 Operac¸o˜es entre conjuntos fuzzy
Como na lo´gica cla´ssica, os operadores de intersecc¸a˜o e unia˜o correspondem
respectivamente aos operadores lo´gicos de conjunc¸a˜o (e) e disjunc¸a˜o (ou). Aqui tambe´m
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existem muitas formalizac¸o˜es matema´ticas poss´ıveis para esses operadores e a relac¸a˜o dual
entre eles tambe´m se mante´m, ou seja, a escolha de um operador conjunc¸a˜o “define” qual
sera´ o operador disjunc¸a˜o, e vice-versa. O par de operadores mais amplamente utilizado
nas te´cnicas fuzzy sa˜o o operador min (mı´nimo) para a conjunc¸a˜o e o max (ma´ximo) para
a disjunc¸a˜o fuzzy.
Sejam F e G dois conjuntos fuzzy num mesmo conjunto universo U , com suas
respectivas func¸o˜es de pertineˆncia indicadas por ϕF e ϕG.
Diz-se que F e´ um subconjunto fuzzy de G (F ⊂ G) se, e somente se, ϕF(x) ≤
ϕG(x), ∀x ∈ U . Ainda, diz-se que F = G se, e somente se, ϕF(x) = ϕG(x), ∀x ∈ U . A
func¸a˜o de pertineˆncia do conjunto vazio ∅ e´ indicada por ϕ∅(x) = 0 e do conjunto universo
U e´ indicada por ϕU(x) = 1 ∀x ∈ U . Assim, pode-se dizer que ∅ ⊂ F e que F ⊂ U para
todo F .
Definic¸a˜o 3 (Unia˜o, intersecc¸a˜o e complementar de conjuntos fuzzy) As func¸o˜es
de pertineˆncia que representam os conjuntos fuzzy unia˜o, intersecc¸a˜o e complementar de
conjuntos fuzzy sa˜o dadas, respectivamente, por
ϕF∪G(x) = max{ϕF(x), ϕG(x)},
ϕF∩G(x) = min{ϕF(x), ϕG(x)},
ϕF ′ = 1− ϕG(x),
para todo x ∈ U .
2.2.3 Nı´veis de um conjunto fuzzy
Um conjunto fuzzy F de U e´ formado por elementos de U com uma certa
ordem, que e´ traduzida atrave´s da classificac¸a˜o por graus. Um elemento x de U esta´ em
uma classe se seu grau de pertineˆncia e´ maior que um determinado valor limiar ou n´ıvel
α ∈ [0, 1], que define aquela classe. O conjunto cla´ssico de tais elementos e´ um α-n´ıvel de
F , denotado por [F ]α, [4].
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Definic¸a˜o 4 (α-n´ıvel) Sejam F um conjunto fuzzy e α ∈ ]0, 1]. Um α-n´ıvel de F e´
definido pelo conjunto
[F ]α = {x ∈ U ; ϕF(x) ≥ α}.
Definic¸a˜o 5 (Suporte de um conjunto fuzzy) Suporte de um conjunto fuzzy F sa˜o
todos os elementos de U que teˆm grau de pertineˆncia diferente de zero em F , denotado
por supp(F)
supp(F) = {x ∈ U ; ϕF(x) > 0} = [F ]
0.
2.2.4 Nu´meros fuzzy
De acordo com [29, 22] os nu´meros fuzzy foram “criados” para generalizar os
nu´meros reais. Assim como no caso cla´ssico, aqui tambe´m e´ necessa´rio fazer “contas”. A
diferenc¸a e´ que no caso fuzzy calculam-se quantidades imprecisas.
Definic¸a˜o 6 (Nu´mero fuzzy) Um conjunto fuzzy A e´ chamado de nu´mero fuzzy quando
o conjunto universo, na qual a func¸a˜o ϕA ( ϕA(x) : R → [0, 1] ) esta´ definida, e´ o conjunto
dos nu´meros R e satisfaz as condic¸o˜es:
(i) todos os α−n´ıveis de A sa˜o na˜o vazios ( [A]α 6= ∅ ), com 0 ≤ α ≤ 1;
(ii) todos os α−n´ıveis de A sa˜o intervalos fechados de R;
(iii) suppA = {x ∈ R : ϕA(x) > 0} = [A]
0 e´ limitado.
Todo nu´mero real r e´ um nu´mero fuzzy particular, cuja func¸a˜o de pertineˆncia
e´ a sua func¸a˜o caracter´ıstica:
χr(x) =

 1 se x = r0 se x 6= r .
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2.2.5 Conectivos lo´gicos
No desenvolvimento deste trabalho sera˜o apresentadas informac¸o˜es da forma:
“Se x e´ A e y e´ B, enta˜o z e´ C ou z e´ D”. Para traduzir essas sentenc¸as para a lin-
guagem matema´tica, e´ necessa´rio modelar os conectivos “e” e “ou”, bem como a condic¸a˜o
“Se...enta˜o...”. Existem inu´meras formas de modelar tais conectivos, visto que eles pos-
suem domı´nios dependentes, ou seja, variam de acordo com a a´rea estudada.
Os modelos para os conectivos a serem tratados a seguir podem ser vistos como
uma extensa˜o dos conectivos lo´gicos usados na teoria cla´ssica. Primeiramente, considera-
se o conectivo “e”, denotando por norma triangular ou simplesmente t-norma a famı´lia
das poss´ıveis operac¸o˜es que modelam esse conectivo. Adota-se como notac¸a˜o gene´rica o
s´ımbolo 4, assim x4y.
Definic¸a˜o 7 (t-norma) A operac¸a˜o bina´ria 4 : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] e´ uma t-norma se
satisfaz as seguintes condic¸o˜es:
(i) Condic¸o˜es de fronteira: 14x = x;
(ii) Comutatividade: x4y = y4x;
(iii) Associatividade: x4(y4z) = (x4y)4z;
(iv) Monotonicidade: se x ≤ y e z ≤ w enta˜o x4z ≤ y4w.
Ana´loga a` construc¸a˜o das t-normas, numa modelagem para o termo “ou”,
denota-se por conorma triangular ou simplesmente t-conorma a famı´lia dessas operac¸o˜es.
Adota-se como notac¸a˜o gene´rica o s´ımbolo ∇, e escreve-se x∇y.
Definic¸a˜o 8 (t-conorma) A operac¸a˜o bina´ria ∇ : [0, 1]×[0, 1] → [0, 1] e´ uma t-conorma
se satisfaz as seguintes condic¸o˜es:
(i) Condic¸o˜es de fronteira: 0∇x = x;
(ii) Comutatividade: x∇y = y∇x;
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(iii) Associatividade: x∇(y∇z) = (x∇y)∇z;
(iv) Monotonicidade: se x ≤ y e z ≤ w enta˜o x∇z ≤ y∇w.
Claramente, o operador min ( 4(x, y) = min{x, y} = x ∧ y) e´ uma t-norma
e o operador max (∇(x, y) = max{x, y} = x ∨ y) e´ uma t-conorma. Assim as t-normas
e t-conormas sa˜o u´teis para dar base teo´rica aos sistemas baseados em regras fuzzy, que
sera˜o as principais ferramentas da lo´gica fuzzy utilizadas neste trabalho.
2.2.6 Relac¸o˜es fuzzy
As relac¸o˜es fuzzy sa˜o, assim como os conjuntos fuzzy, uma generalizac¸a˜o das
relac¸o˜es cla´ssicas. Uma relac¸a˜o cla´ssica descreve a inter-relac¸a˜o entre dois ou mais objetos
e seu conceito e´ formalizado a partir da teoria de conjuntos. De maneira geral, quando
optamos pela teoria dos conjuntos fuzzy, a relac¸a˜o sera´ fuzzy e quando optamos pela teoria
cla´ssica de conjuntos a relac¸a˜o sera´ crisp. A adoc¸a˜o do tipo de relac¸a˜o depende muito do
fenoˆmeno estudado. Pore´m, a adoc¸a˜o da teoria dos conjuntos fuzzy tem sempre maior
robustez no sentido que esta inclui a teoria cla´ssica de conjuntos, [4].
Definic¸a˜o 9 (Relac¸a˜o cla´ssica) Uma relac¸a˜o cla´ssica R, sobre U1 × U2 × ... × Un, e´
qualquer subconjunto (cla´ssico) do produto cartesiano U1 × U2 × ... × Un. Se o produto
cartesiano for formado por apenas dois conjuntos, U1×U2, a relac¸a˜o e´ chamada de bina´ria
sobre U1 × U2.
Como a relac¸a˜o R e´ um subconjunto do produto cartesiano, enta˜o ela pode ser
representada por sua func¸a˜o caracter´ıstica χR, da seguinte forma:
χR(x1, x2, ..., xn) =

 1 se (x1, x2, ..., xn) ∈ R0 se (x1, x2, ..., xn) /∈ R .
Definic¸a˜o 10 (Relac¸a˜o fuzzy) Uma relac¸a˜o fuzzy R, sobre U1×U2×...×Un, e´ qualquer
subconjunto fuzzy de U1 × U2 × ...× Un. Se o produto cartesiano for formado por apenas
dois conjuntos, U1 × U2, a relac¸a˜o e´ chamada de fuzzy bina´ria sobre U1 × U2.
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Se a func¸a˜o de pertineˆncia da relac¸a˜o fuzzy R for indicada por ϕR, enta˜o o
nu´mero ϕR(x1, x2, ..., xn) ∈ [0, 1] indica o grau com que os elementos xi, que compo˜em a
n−upla (x1, x2, ..., xn), esta˜o relacionados segundo a relac¸a˜o R. Esta e´ uma das vantagens
em se optar pela relac¸a˜o fuzzy, pois enquanto a relac¸a˜o cla´ssica diz apenas se os elementos
esta˜o ou na˜o relacionados entre si, a relac¸a˜o fuzzy bina´ria diz ainda o grau dessa relac¸a˜o.
Definic¸a˜o 11 (Produto Cartesiano) O produto cartesiano fuzzy dos conjuntos fuzzy
A1, A2, ..., An de U1, U2, ..., Un, respectivamente, e´ a relac¸a˜o fuzzy A1 × A2 × ... × An re-
presentada pela func¸a˜o de pertineˆncia
ϕA1 × ϕA2 × ...× ϕAn(x1, x2, ..., xn) = ϕA1(x1) ∧ ϕA2(x2) ∧ ... ∧ ϕAn(xn),
onde ∧ representa o mı´nimo.
O produto cartesiano entre conjuntos fuzzy e´ uma relac¸a˜o fuzzy sobre U1 ×
U2× ...×Un de grande utilidade, principalmente nos sistemas fuzzy, a serem apresentados
a seguir.
2.2.7 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy
Os sistemas fuzzy sa˜o, em geral, o resultado de uma generalizac¸a˜o dos sistemas
cla´ssicos, ou seja, nessa abordagem os conceitos nebulosos (incertos) sa˜o incorporados a
esses sistemas. Uma caracter´ıstica central dos sistemas fuzzy e´ que eles sa˜o baseados
no conceito de partic¸a˜o fuzzy das informac¸o˜es. A utilizac¸a˜o de conjuntos fuzzy permite
uma generalizac¸a˜o da informac¸a˜o, que esta´ associada com a introduc¸a˜o da imprecisa˜o,
do desconhecimento dos fenoˆmenos. Em esseˆncia, a representac¸a˜o da informac¸a˜o nos sis-
temas fuzzy procura imitar o processo de racioc´ınio humano, considerando conhecimentos
heur´ısticos e cruzando informac¸o˜es desconectadas a priori, [45].
Os sistemas baseados em regras fuzzy teˆm como base um conjunto de regras
do tipo Se-Enta˜o, cujos predicados sa˜o subjetivos. Neste tipo de sistemas, as quantidades
esta˜o associadas a termos lingu¨´ısticos, sendo o sistema fuzzy essencialmente uma expressa˜o
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qualitativa do fenoˆmeno em estudo. Esse tipo de sistema e´ baseado na utilizac¸a˜o da
linguagem natural para descrever o comportamento dos fenoˆmenos.
Os termos lingu¨´ısticos sa˜o usados para expressar conceitos e conhecimentos na
comunicac¸a˜o humana, e em muitas a´reas eles sa˜o uma forma importante de quantificar
os dados. O uso de termos lingu¨´ısticos e´ frequ¨ente no cotidiano de cada pessoa. Diz-se
que “O dia esta´ muito quente”, “O oˆnibus estava lotado”, “Tal pessoa e´ alta, magra” etc.
Todos estes termos possuem um significado e transmitem informac¸a˜o.
Definic¸a˜o 12 (Varia´vel lingu¨´ıstica) Uma varia´vel lingu¨´ıstica fuzzy X num conjunto
universo U e´ uma varia´vel cujos valores sa˜o expressos qualitativamente por termos lin-
gu¨´ısticos e quantitativamente por uma func¸a˜o de pertineˆncia. Ou seja, e´ uma varia´vel
cujos valores assumidos por ela sa˜o subconjuntos fuzzy de U .
Uma varia´vel lingu¨´ıstica e´ caracterizada por: nome da varia´vel (temperatura,
pressa˜o, febre, etc.); conjunto de termos lingu¨´ısticos (elevado, baixo, pouco, extenso, etc.);
domı´nio (Universo) de valores da varia´vel sobre o qual o significado do termo lingu¨´ıstico
e´ determinado.
A Figura 2.4 ilustra um exemplo de varia´vel lingu¨´ıstica, cujo nome e´ Febre.
Seus termos lingu¨´ısticos sa˜o baixa, me´dia e alta, o domı´nio e´ o intervalo [36, 40] e cada
termo lingu¨´ıstico tem a ele associado um conjunto fuzzy que o caracteriza.












Figura 2.4: Exemplo de varia´vel lingu¨´ıstica.
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E´ importante notar que a varia´vel lingu¨´ıstica e´ expressa em termos de uma
varia´vel ba´sica, ou seja, dentro de um certo domı´nio de valores, que denota a sua medida.
No exemplo descrito na Figura 2.4, a febre e´ medida em graus cent´ıgrados (temperatura).
Esta medida pode ser quantitativa, no caso em que e´ poss´ıvel o uso de aparelhos de
medida. Em geral, e´ o especialista que define o domı´nio da varia´vel e realiza sua partic¸a˜o
fuzzy. Nesse contexto, o papel do especialista torna-se fundamental na modelagem fuzzy,
particularmente em alguns modelos de epidemiologia, [45, 39].
Definic¸a˜o 13 (Regras fuzzy) Sa˜o estruturas da forma Se {antecedentes} Enta˜o {con-
sequ¨entes} utilizadas para descrever situac¸o˜es espec´ıficas que podem ser submetidas a`
ana´lise de um painel de especialistas e, cuja infereˆncia conduz a algum resultado desejado.
Os antecedentes definem uma regia˜o fuzzy no espac¸o das varia´veis de entrada
do sistema e descrevem uma condic¸a˜o (premissa), enquanto os consequ¨entes definem uma
regia˜o no espac¸o das varia´veis de sa´ıda do sistema e descrevem uma conclusa˜o ou uma
ac¸a˜o que pode ser esboc¸ada quando as premissas se verificam.
A regra fuzzy e´ uma unidade capaz de capturar algum conhecimento espec´ıfico.
Um conjunto de regras (ou Base de Regras) e´ capaz de descrever um sistema em suas
va´rias possibilidades, cumprindo o papel de “traduzir” matematicamente informac¸o˜es
que formam a base de conhecimentos do sistema fuzzy.
Os sistemas baseados em regras fuzzy (SBRF), nesse caso denominados Con-
troladores Fuzzy, possuem quatro mo´dulos: mo´dulo de fuzzificac¸a˜o; mo´dulo da base de
regras lingu¨´ısticas; mo´dulo de infereˆncia fuzzy e mo´dulo de defuzzificac¸a˜o. Estes mo´dulos
esta˜o conectados conforme indicado na Figura 2.5.
1. Mo´dulo de Fuzzificac¸a˜o: Neste mo´dulo, as entradas do sistema sa˜o traduzidas em
conjuntos fuzzy de acordo com seus respectivos domı´nios. E´ nele que se justifica a
grande importaˆncia do fenoˆmeno a ser modelado. Juntamente com os especialistas,
as func¸o˜es de pertineˆncia sa˜o formuladas para cada conjunto fuzzy envolvido no
processo. Observe-se que, mesmo que a entrada seja crisp, essa sera´ fuzzificada por












Figura 2.5: Esquema geral de um SBRF.
2. Mo´dulo da Base de Regras Fuzzy
Este pode ser considerado como um mo´dulo que faz parte do “nu´cleo” do con-
trolador fuzzy. Ele e´ composto por uma colec¸a˜o de proposic¸o˜es (regras) fuzzy na
forma “Se...Enta˜o...”. Cada uma destas proposic¸o˜es pode, por exemplo, ser descrita
lingu¨isticamente de acordo com o conhecimento de um especialista. A base de regras
descreve relac¸o˜es entre as varia´veis lingu¨´ısticas, para serem utilizadas no mo´dulo de
infereˆncia fuzzy.
3. Mo´dulo de Infereˆncia Fuzzy: E´ neste mo´dulo que cada proposic¸a˜o fuzzy e´
“traduzida” matematicamente por meio das te´cnicas da lo´gica fuzzy. E´ onde se
define quais t-normas, t-conormas e regras de infereˆncia (que podem ou na˜o ser
implicac¸o˜es fuzzy) sera˜o utilizadas para se obter a relac¸a˜o fuzzy que modela a base
de regras. Este mo´dulo tem tanta importaˆncia quanto o mo´dulo da base de regras.
E´ basicamente dele que depende o sucesso do controlador fuzzy, ja´ que ele fornecera´
a sa´ıda (controle) fuzzy a ser adotada pelo controlador, a partir de cada entrada.
• Me´todo de Infereˆncia de Mamdani: E´ o me´todo baseado na regra de com-
posic¸a˜o de infereˆncia max-min. Uma regra Se (antecedente) enta˜o (consequ¨ente) e´
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definida pelo produto cartesiano fuzzy que compo˜e o antecedente e o consequ¨ente
da regra. O me´todo de Mamdani agrega as regras atrave´s do conectivo lo´gico OU,
que e´ modelado pelo operador ma´ximo (max) e, em cada regra, o conectivo lo´gico E
e´ modelado pelo operador mı´nimo (min). Ou seja, para o conectivo lo´gico E adota-
se a t−norma e para o conectivo lo´gico OU adota-se a t−conorma que conecta as
regras fuzzy da base de regras.
4. Mo´dulo de Defuzzificac¸a˜o: Na teoria dos conjuntos fuzzy, a defuzzificac¸a˜o e´ um
processo que permite representar um conjunto fuzzy por um valor crisp (nu´mero
real). Em sistemas fuzzy, em geral a sa´ıda e´ um conjunto fuzzy. Assim deve-
se escolher um me´todo para defuzzificar a sa´ıda e obter um nu´mero real que a
represente.
• Defuzzificador Centro de Massa
Este me´todo, tambe´m denominado Centro de Gravidade, Centro´ide ou Centro de
A´rea, e´ semelhante a` me´dia aritme´tica para uma distribuic¸a˜o de dados, com a
diferenc¸a que os pesos aqui sa˜o os valores ϕB(yi) que indicam o grau de compatibili-
dade do valor yi, com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy B. O centro de massa
da´ a me´dia das a´reas de todas as figuras que representam os graus de pertineˆncia de
um subconjunto fuzzy. Entre todo os me´todos de defuzzificac¸a˜o ele e´ o mais preciso
e preferido, mesmo sendo o mais complicado.
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Exemplo 2.2.2 Para representar um sistema baseado em regras fuzzy com essa metodolo-
gia, consideram-se duas regras gene´ricas, cada uma com duas entradas e uma sa´ıda:
Regra 1: Se x1 e´ A1 e x2 e´ B1 enta˜o y e´ C1
Regra 2: Se x1 e´ A2 e x2 e´ B2 enta˜o y e´ C2
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A Figura 2.6 ilustra o Exemplo 2.2.2, isto e´, descreve como a sa´ıda real y do
sistema de infereˆncia tipo Mamdani e´ gerada, a partir das entradas x1 e x2 reais e a regra
de composic¸a˜o max-min. A sa´ıda y ∈ R e´ obtida pela defuzzificac¸a˜o do conjunto fuzzy de




























Figura 2.6: Me´todo de Mamdani com composic¸a˜o max-min.
Ao leitor interessado em maiores detalhes sobre a teoria dos conjuntos fuzzy,




aplicados a` febre aftosa
3.1 Introduc¸a˜o
Por um longo per´ıodo da histo´ria a febre aftosa tem sido uma das doenc¸as
de maior importaˆncia do ponto de vista econoˆmico, justificando a preocupac¸a˜o por sua
presenc¸a em mais de dois terc¸os dos pa´ıses membros da Organizac¸a˜o Internacional de Epi-
zootias (OIE). A estreita relac¸a˜o existente entre os perfis de sau´de animal, principalmente
no que diz respeito a` febre aftosa, e a organizac¸a˜o so´cio-econoˆmica da produc¸a˜o pecua´ria,
com a estrutura econoˆmica e social da comunidade, faz com que os problemas de sau´de
animal sejam quantificados pelos seus efeitos desfavora´veis, sobre diversos aspectos do
setor pecua´rio, bem como sobre outros setores da sociedade. Como a´reas de impactos,
levando-se em considerac¸a˜o os problemas inerentes a` febre aftosa, pode-se relacionar: a
produc¸a˜o e produtividade pecua´ria; os investimentos na pecua´ria; o come´rcio pecua´rio
seja de animais ou de produtos, dentro ou fora do pa´ıs e a sau´de pu´blica.
Dada a importaˆncia so´cio-econoˆmica e ambiental dessa epidemia, autores como
[23, 14, 54, 13, 41], entre outros, representaram a dinaˆmica espacial e temporal da febre
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aftosa por meio de modelos envolvendo metodologias variadas, desde as mais cla´ssicas
como as equac¸o˜es diferenciais parciais, a`s na˜o ta˜o cla´ssicas, como autoˆmato celular e
teoria de conjuntos fuzzy.
Nesse cap´ıtulo, sera˜o brevemente descritas algumas informac¸o˜es referentes aos
modelos propostos pelos autores citados acima para, posteriormente, abstrair ide´ias que
dara˜o embasamento ao trabalho dessa tese.
3.2 “Dinaˆmica espacial da febre aftosa em bovinos:
um modelo matema´tico” (Ferreira, 2000)
Inicia-se considerando o modelo matema´tico de [23], que inspirado no modelo
proposto por [44], para estudar o espalhamento espacial da raiva epideˆmica em raposas,
propoˆs um modelo compartimental do tipo SIR (suscet´ıveis, infectados, recuperados),
incorporando a dimensa˜o espacial por meio da utilizac¸a˜o da equac¸a˜o de difusa˜o na classe
de infectados. Para representar a dinaˆmica da doenc¸a, Ferreira considerou:
1. A transmissa˜o do v´ırus apenas por contato direto entre um indiv´ıduo infectado e um
suscet´ıvel, de forma que uma proporc¸a˜o β (coeficiente de transmissa˜o) dos contatos
entre animais suscet´ıveis e infectados produzem indiv´ıduos novos infectados;
2. O indiv´ıduo, uma vez infectado, pode morrer em decorreˆncia da febre aftosa a uma
taxa α; pode recuperar-se da infecc¸a˜o a uma taxa δ, tornando-se imune e saindo do
compartimento I para R, ou pode ser descartado a uma taxa b;
3. O animal recuperado pode perder a imunidade a uma taxa γ, tornando-se suscet´ıvel
e retornando ao compartimento S, ou pode ser descartado a uma taxa b;
4. A reposic¸a˜o dos animais realizada a uma taxa a aplicada a todos os compartimentos,
independente da condic¸a˜o do animal;
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5. Taxa de descarte em vez de taxa de mortalidade, tendo em vista que o animal e´
descartado antes que ocorra a morte natural.
Dessa forma, para representar a dinaˆmica da doenc¸a, [23] propoˆs um modelo
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onde a populac¸a˜o total e´ dada por N = S + I + R e ∇2 = ∆ (Laplaciano).
Os paraˆmetros constantes α, γ e δ foram estimados pelo autor, a partir de
dados obtidos na literatura, os quais esta˜o representados na Tabela 3.1, extra´ıda de [23].
Tabela 3.1: Valores das constantes utilizadas no modelo, estimadas com base em informac¸o˜es obtidas
na literatura.
Taxa Constante Valor (dia−1) Fonte
Mortalidade pela febre Aftosa α 0, 0020 THOMSON, 1994
Perda de Imunidade γ 0, 0027 FENER e col., 1992
Recuperac¸a˜o da Febre Aftosa δ 0, 1 MANN e SELLERS, 1990
Fonte: [23]
A estimativa do paraˆmetro a = 47, 1 × 10−5dia−1 foi realizada com base em
dados fornecidos por [48] e, o valor de b = 39, 1 × 10−5dia−1 foi obtido como sendo o
inverso da expectativa me´dia de vida do animal, que e´ de 7 anos. A capacidade suporte
K = 22, 93 animais×Km2, foi determinada considerando-se a estabilidade da populac¸a˜o
bovina no Estado de Santa Catarina no per´ıodo de 1972 a 1991, com dados produzidos
por [38].





, onde S∗ representa a proporc¸a˜o de indiv´ıduos suscet´ıveis quando a doenc¸a
atinge o equil´ıbrio (o agente infectado transmite a doenc¸a para um indiv´ıduo suscet´ıvel
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durante o per´ıodo de infecc¸a˜o, R0S = 1). E por fim, para estimar o coeficiente de difusa˜o
D = 0, 3192 Km2 × dia−1, Ferreira baseou-se na distribuic¸a˜o percentual do tamanho das
propriedades rurais (em ha), do Estado de Santa Catarina-Brasil, no ano de 1984.
Ferreira validou o modelo considerando dados da epidemia ocorrida no ano de
1990 no Estado de Santa Catarina. Com a implementac¸a˜o do sistema (3.1), considerando
a varia´vel espacial em duas dimenso˜es e fazendo uso dos paraˆmetros acima citados, o autor
obteve resultados importantes, a partir dos quais estimou a taxa de reprodutividade basal
para a febre aftosa R0 = 15. Obteve ainda uma estimativa para a velocidade mı´nima de
propagac¸a˜o da epidemia e a zona de bloqueio vacinal
3.3 “The role of spatial mixing in the spread of foot-
and-mouth disease” (Chowell et al, 2006.)
Com base nos dados da epidemia da febre aftosa ocorrida em 2001, no Paraguai,
[14] exploraram a validade de um modelo na˜o-espacial em relac¸a˜o a um modelo espacial,
representados, respectivamente, pelos sistemas (3.2) e (3.3). Em ambos os modelos, con-
sideraram a populac¸a˜o em estudo dividida em fazendas com animais suscet´ıveis, vacinados,
latentes, infectados, recuperados e protegidos.
A dinaˆmica espacial foi inclu´ıda no modelo (3.3) atrave´s da taxa de trans-
missa˜o da epidemia inter-cidades βij(t) = β(t)e
−qdij , que e´ espacialmente dependente,
uma vez que reinterpretam a distaˆncia dij entre as cidades i e j como uma medida de
influeˆncia no panorama de migrac¸a˜o. A taxa de transmissa˜o da epidemia foi modelada
em dois momentos: antes da intervenc¸a˜o de controle (vacinac¸a˜o) e apo´s a intervenc¸a˜o.
O decrescimento exponencial de βij(t), com relac¸a˜o a` distaˆncia euclidiana (dij) entre as
cidades i e j, ocorre pelo fato das cidades mais distantes na˜o compartilharem das mesmas
rotas de vetores responsa´veis pelo espalhamento da epidemia, segundo os autores. Neste
modelo, β(t) denota a raza˜o me´dia de transmissa˜o das fazendas em cada cidade, no tempo
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t e o paraˆmetro q(em km) denota a extensa˜o me´dia local de espalhamento.
A populac¸a˜o em estudo foi representada pelo nu´mero de fazendas por mu-
nic´ıpio, as quais foram classificadas como suscet´ıveis (S); vacinadas (V); latentes (L);
infectadas (I); isoladas (J) e protegidas (P). Os modelos sa˜o descritos pelos sistemas (3.2)
e (3.3), com N = S +V +L+ I +J +P constante, indicando o nu´mero total de fazendas.
Os autores na˜o consideraram dinaˆmica vital e perda de imunidade nos modelos.









(S(t) + V (t))I(t)
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− kˆL(t), I˙(t) = kˆL(t)− αˆI(t),
J˙(t) = αˆI(t), P˙ (t) = µˆV (t),
(3.2)









L˙i = (Si(t) + Vi(t))
n∑
j=1
βij(t)Ii(t)− k(t)Li(t), I˙i = k(t)Li(t)− α(t)Ii(t),
J˙i = α(t)Ii(t), P˙i = µ(t)Vi(t),
(3.3)
onde Si, Vi, Li, Ji, Pi denotam, respectivamente, o nu´mero de fazendas suscet´ıveis;
vacinadas; latentes; infectadas; isoladas e protegidas nas cidades i (1 = 1, 2, ..., n). Os
paraˆmetros β(t), α(t), ν(t) e µ(t) dependem do tempo. Com isso foi poss´ıvel adotar me-
didas de controle da epidemia em tempos diferentes.
Os autores observaram diferenc¸as significantes entre os modelos, antes e depois
de implantadas pol´ıticas de controle (barreiras de movimento de animais e aplicac¸a˜o de
vacinas). No modelo espacial (3.3), as taxas de transmissa˜o diminu´ıram significativamente
apo´s as intervenc¸o˜es, ou seja, de β0 = 0, 33 obtida antes das intervenc¸o˜es para β = 0, 10
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apo´s as intervenc¸o˜es. Revelando dois picos da epidemia, em aproximadamente 18 e 28 dias,
ajustando-se satisfatoriamente ao nu´mero cumulativo de fazendas infectadas da epidemia
ocorrida em 2001, no Paraguai. Ja´ no modelo na˜o-espacial (3.2), ocorreu apenas um pico
em aproximadamente 25 dias, sem o ajuste satisfato´rio do nu´mero cumulativo de fazendas
infectadas da mesma epidemia.
3.4 “Um modelo matema´tico para a dispersa˜o da
febre aftosa em bovinos” (Cavalin, 2004)
No trabalho de [13], a dinaˆmica da epidemia da febre aftosa, ocorrida no Estado
do Rio Grande do Sul em 2000, e´ analisada a partir de um modelo baseado em autoˆmato
celular. O modelo do tipo SIR permite estimar os padro˜es de espalhamento espacial e a
velocidade de propagac¸a˜o de uma doenc¸a, como tambe´m faz avaliac¸o˜es sobre a extensa˜o
ideal de uma zona de bloqueio eficiente para o controle da enfermidade.
No modelo, os indiv´ıduos sa˜o representados em um reticulado bidimensional
com coordenadas inteiras. Cada ce´lula do reticulado representa um indiv´ıduo que pode
assumir treˆs estados: suscet´ıvel (S), infectado (I) ou recuperado (R). A vizinhanc¸a de
cada ce´lula e´ constitu´ıda pelos oito vizinhos mais pro´ximos.
O autor considerou dois tipos de contatos: os locais, nos quais um indiv´ıduo
mante´m contato com seus oito vizinhos mais pro´ximos, acontecendo a cada iterac¸a˜o, e
os na˜o locais, os quais permitem a representac¸a˜o de diversos fenoˆmenos, tais como a
propagac¸a˜o do agente infectante atrave´s do sistema via´rio, correntes de ar, e transporte
por meio de outros vetores. Os contatos podem acontecer com qualquer indiv´ıduo dentro
de uma circunfereˆncia de raio Lmax. Essa distaˆncia, ilustrada pela Figura 3.1, e´ escolhida
para cada indiv´ıduo que tiver contato na˜o local confirmado a cada iterac¸a˜o.
A probabilidade de cada indiv´ıduo suscet´ıvel se tornar infectado e´ dada por
p = 1 − (1 − q)C
t








Figura 3.1: Contatos locais com oito vizinhos mais pro´ximos e contato na˜o local a uma distaˆncia L.
locais e na˜o locais, que o indiv´ıduo na posic¸a˜o (i, j) estabelece com indiv´ıduos infectados
durante a iterac¸a˜o t, e q e´ a probabilidade de um infectado infectar um suscet´ıvel. Ainda,
a cada iterac¸a˜o, uma frac¸a˜o µ de infectados se recupera, torna-se imune e passa a fazer
parte do compartimento dos recuperados. O modelo na˜o considera dinaˆmica vital e perda
de imunidade.
O modelo de [13] e´ estoca´stico, na medida em que cada evento tem uma pro-
babilidade de ocorrer. Para a obtenc¸a˜o de uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade
da ocorreˆncia de infecc¸a˜o foi utilizado o Me´todo de Monte Carlo.
Para as simulac¸o˜es, o autor considerou toda a populac¸a˜o bovina suscet´ıvel, com
excec¸a˜o de um u´nico infeccioso no centro do reticulado. Considerou, ainda, as constantes
µ = 0, 1 dia−1, R0 = 15 e a taxa de transmissa˜o β = 0, 066 obtidas de [23]. Num dos
importantes resultados obtidos esta´ a velocidade de propagac¸a˜o da epidemia.
Os resultados obtidos atrave´s das simulac¸o˜es, entre eles a velocidade de pro-
pagac¸a˜o da epidemia, segundo a autora, sa˜o coerentes com os dados reais da doenc¸a em
estudo. Os contatos na˜o locais permitem verificar que os mesmos exercem um papel de
importaˆncia na dinaˆmica espacial da doenc¸a, visto que esta se espalha mais rapidamente
em func¸a˜o destes contatos.
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3.5 “Um estudo de autoˆmatos celulares com paraˆ-
metros fuzzy para a dispersa˜o da febre aftosa em
bovinos no Mato Grosso do Sul” (Missio e Bar-
ros, 2006)
Com base em trabalhos de [54, 13, 50], [41] propo˜em um modelo para estudar
a evoluc¸a˜o da febre aftosa em bovinos no Estado de Mato Grosso do Sul. Assim como nos
modelos propostos pelos autores acima, foi utilizado neste estudo um modelo matema´tico
discreto de autoˆmato celular, com dinaˆmica do tipo SIR.
A transmissa˜o da febre aftosa de um animal infectado para um suscet´ıvel pode
ocorrer independentemente de existir o contato direto entre eles. Existe a possibilidade
de ocorrer a transmissa˜o da doenc¸a tambe´m por contato indireto, ou seja, pelo contato
do animal suscet´ıvel com pessoas, objetos, animais silvestres, a´gua ou o pro´prio ambiente
quando contaminados com o v´ırus, tendo em vista que este e´ altamente resistente no
meio ambiente e pode ser transportado, de forma involunta´ria, de um local para outro
da fazenda por estes vetores. Assim, com o propo´sito de agregar ao modelo a forma de
transmissa˜o indireta, considerou-se, como em [54], dois tipos de proximidades: vizinhanc¸a
local, que inclui os oito indiv´ıduos geometricamente mais pro´ximos e contatos na˜o locais,
considerados aleato´rios, que podem ocorrer entre indiv´ıduos que se encontrem a uma
distaˆncia L.
O nu´mero me´dio de contatos na˜o locais (Ncnl) que um animal infectado faz
num intervalo de tempo 4t e´ dado pela frac¸a˜o pnl de animais suscet´ıveis distantes a um
raio L do animal infectado. Sendo L a distaˆncia me´dia que o v´ırus da febre aftosa percorre
ao ser deslocado por vetores como: homem, animais silvestres, pa´ssaros e ve´ıculos. Desta
forma, o nu´mero total de contatos que um animal faz num intervalo de tempo 4t e´ dado
por: Nc = Ncl + Ncnl, onde Ncl e´ igual a` vizinhanc¸a estritamente local, composta por
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8 ce´lulas. O paraˆmetro q =
µR0
Nc
define a probabilidade de que cada contato entre um
animal infectado e um suscet´ıvel resulte em transmissa˜o da doenc¸a.
Portanto as probabilidades de transic¸a˜o de estados sa˜o:
• P = 1− (1− q)Nc ⇒ probabilidade de transic¸a˜o do estado de suscet´ıvel para infec-
tado;
• µ ⇒ probabilidade de transic¸a˜o do estado de infectado para recuperado.
A principal distinc¸a˜o desse modelo para os modelos de [54, 13] esta´ na forma
de propor os contatos na˜o locais, no que tange ao paraˆmetro L. [41] definiram L por meio
de um modelo fuzzy, ao passo que [54, 13] propuseram modelos estoca´sticos realizando um
sorteio, baseado na probabilidade de ocorreˆncia dos contatos na˜o locais (pnl), que define
se havera´ ou na˜o contato na˜o local. Em caso afirmativo, e´ feito um segundo sorteio para
definir a distaˆncia L. Este sorteio considera a curva normal como curva de distribuic¸a˜o das
probabilidades de ocorreˆncia de cada distaˆncia L. Obtido este valor, e´ feito outro sorteio
que define a posic¸a˜o em que ocorrera´ o contato.
Por outro lado, [41], pressupuseram que a diversidade de incertezas agregadas
aos fatores socioeconoˆmicos e ambientais, ale´m dos fatores epidemiolo´gicos, sa˜o deter-
minantes na disseminac¸a˜o da febre aftosa. Neste sentido, propuseram agregar estas in-
certezas ao modelo pelo paraˆmetro L por meio de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy
(SBRF), descrito na sec¸a˜o seguinte.
3.5.1 Modelo fuzzy para o paraˆmetro L
Neste modelo, tomou-se como ponto de partida a hipo´tese de que a conduta es-
pacial da febre aftosa esta´ relacionada com as diversas formas de organizac¸a˜o da produc¸a˜o
animal. Estas formas permitem estabelecer relac¸o˜es causa-efeito no aˆmbito da pecua´ria,
entre elas as do tipo epidemiolo´gico.
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A fim de elucidar a relac¸a˜o de causa-efeito, anteriormente citada, [41] conside-
raram trabalhos de diversos autores, como [38, 43, 35].
Segundo [38] existe uma estreita relac¸a˜o entre as formas de organizac¸a˜o da
produc¸a˜o pecua´ria e a conduta de apresentac¸a˜o da febre aftosa. [43] adverte para a im-
portaˆncia em integrar varia´veis econoˆmicas e biolo´gicas para o estudo da febre aftosa
em bovinos, baseando-se nos trabalhos de [51] e [36]. O primeiro trata do estudo sobre
o comportamento da febre aftosa relacionado a`s formas de produc¸a˜o e comercializac¸a˜o
da pecua´ria bovina de corte no Triaˆngulo Mineiro, ao passo que o segundo faz uso da
ana´lise sobre o comportamento da doenc¸a associado a`s caracter´ısticas so´cio-econoˆmicas
que o condicionam, para redefinir as a´reas endeˆmicas prima´rias da enfermidade na regia˜o.
Ainda, [35] destaca a importaˆncia da forma de organizac¸a˜o da produc¸a˜o e da movi-
mentac¸a˜o dos animais na difusa˜o da doenc¸a.
Diante do trabalho desses autores, [41] elaboraram algumas varia´veis lingu¨´ıs-
ticas, as quais, pressupondo que esta˜o diretamente ligadas a` estrutura so´cio-econoˆmica e
geogra´fica do estabelecimento onde se encontra o animal infectado, propuseram o paraˆme-
tro L dependente dessas varia´veis, a fim de agregar ao modelo caracter´ısticas t´ıpicas das
regio˜es em estudo, por meio de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy. Ou seja, realizaram
L = L(EP , CB, CP ,AS), em que EP , CB, CP e AS sa˜o as varia´veis de entrada do SBRF
com as respectivas indicac¸o˜es:
1. Estrutura de produc¸a˜o (EP): determina o tipo de atividade econoˆmica da bovinocul-
tura, e e´ composta pelos seguintes termos lingu¨´ısticos:
(a) Pecua´ria de subsisteˆncia: representado por minifu´ndios de baixa produtividade
ou minifu´ndios comunita´rios, os quais apresentam uma maior produtividade
com a utilizac¸a˜o de pastos comuns para os animais.
(b) Transformac¸a˜o para leite: representado por estabelecimentos dedicados a` ex-
plorac¸a˜o de vacas para a produc¸a˜o leiteira, intensiva ou semi-intensiva, que se
encontra em a´reas geogra´ficas pro´ximas aos centros de industrializac¸a˜o. Os
rebanhos sa˜o pequenos ou me´dios com renovac¸a˜o populacional lenta.
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(c) Transformac¸a˜o para carne: representado por regio˜es de recria ou engorda semi-
intensiva. Geralmente ocupa a´reas de pastos naturais, pro´ximos aos centros de
industrializac¸a˜o e consumo com intensa movimentac¸a˜o de animais, tanto dos
que chegam das a´reas de cria ou produtoras de leite, tanto dos que saem com
destino a frigor´ıficos, leilo˜es, feiras ou outros pontos de comercializac¸a˜o.
(d) Pecua´ria extrativa: representado por regio˜es de cria extensiva de bovinos com
predomı´nio de rac¸as ou cruzamentos produtores de carne. Caracteriza-se por
grandes propriedades exportadoras de bezerros ou novilhos. Apresenta uma
populac¸a˜o animal esta´vel com grandes rebanhos.
2. Comercializac¸a˜o de bovinos (CB): consiste na relac¸a˜o de troca existente entre as
diferentes partes que compo˜em o processo de produc¸a˜o bovina. A dinaˆmica da
comercializac¸a˜o pode ser influenciada por fatores socioeconoˆmicos e geopol´ıticos,
como por exemplo, a proximidade geogra´fica com frigor´ıficos, a presenc¸a de mer-
cado consumidor e a valorizac¸a˜o do produto em diferentes mercados e e´pocas. A
comercializac¸a˜o esta´ diretamente ligada a` intensidade de traˆnsito bovino e de seus
subprodutos, a qual e´ reconhecida historicamente como uma das principais formas
de difusa˜o da febre aftosa. Desta forma, a varia´vel foi representada pelo conjunto
fuzzy {baixo, me´dio, alto}, indicando a densidade de animais comercializados pelo
estabelecimento com relac¸a˜o ao nu´mero de animais existentes no seu munic´ıpio.
3. Capacitac¸a˜o pessoal (CP): representa o envolvimento e a capacidade das pessoas
que lidam diariamente com os animais em entender e identificar as implicac¸o˜es
ambientais da atividade pecua´ria e reconhecer a necessidade de adotar medidas de
prevenc¸a˜o e controle para impedir a disseminac¸a˜o da febre aftosa. Nesse sentido, [10]
menciona que: “Todo me´dico veterina´rio, proprieta´rio, transportadores de animais
ou qualquer outro cidada˜o que tenha conhecimento ou suspeita da ocorreˆncia de
febre aftosa ou doenc¸a com quadro cl´ınico similar, fica obrigado a comunicar o fato
ao servic¸o oficial, nas primeiras quarenta e oito horas da ocorreˆncia,(...)”. Portanto,
entendendo que o desafio maior e´ a educac¸a˜o dos produtores, sua conscientizac¸a˜o,
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esclarecimento no controle da disseminac¸a˜o da doenc¸a, os autores optaram por qua-
lificar a varia´vel pelos termos lingu¨´ısticos baixa, me´dia e alta.
4. Presenc¸a de animais silvestres (AS): representa os animais que transitam livremente
entre as fazendas, tais como roedores, veados, ca˜es, gatos e aves. Esses podem
disseminar o v´ırus da febre aftosa de um animal para outro ou entre estabeleci-
mentos. O v´ırus pode passar inalterado atrave´s do trato digestivo dos pa´ssaros,
que atuam como transportadores da infecc¸a˜o por longas distaˆncias. Desta forma,
definiram o conjunto fuzzy {fraca, acentuada} para descrever lingu¨isticamente a
varia´vel.
Por sua vez, a varia´vel de sa´ıda do SBRF distaˆncia (L) representa a distaˆncia
me´dia de deslocamento do v´ırus para que haja o contato na˜o local entre um animal
infectado e um suscet´ıvel. A varia´vel foi qualificada pelos termos lingu¨´ısticos baixa, me´dia
baixa, me´dia, me´dia alta e alta.
As func¸o˜es de pertineˆncia correspondentes a cada uma das varia´veis sa˜o ilus-
tradas pelas respectivas Figuras 3.2, 3.3 e 3.4.
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Figura 3.2: Func¸o˜es de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pelas varia´veis lingu¨´ısticas estrutura
de produc¸a˜o e comercializac¸a˜o de bovinos.
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Figura 3.3: Func¸o˜es de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pelas varia´veis lingu¨´ısticas conduta
pessoal e presenc¸a de animais silvestres.
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Figura 3.4: Func¸a˜o de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pela varia´vel lingu¨´ıstica distaˆncia L.
Assim sendo, [41] modelaram L por meio de um Sistema Baseado em Regras








Figura 3.5: Sistema Baseado em Regras Fuzzy para modelar o paraˆmetro L.
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A fim de obter a gerac¸a˜o de valores para o paraˆmetro L pelo SBRF, os au-
tores elaboraram uma base de regras fuzzy, com a colaborac¸a˜o de um especialista em
agropecua´ria, e utilizaram o me´todo de infereˆncia de Mamdani e o Centro de Massa como
defuzzificador. Os resultados do modelo de autoˆmato celular, para estudar a evoluc¸a˜o da
febre aftosa em bovinos, acoplado ao modelo fuzzy, para estimar a distaˆncia L de desloca-
mento do v´ırus por meio de vetores, foram obtidos por meio das simulac¸o˜es apresentadas
na sec¸a˜o seguinte.
3.5.2 Simulac¸o˜es nume´ricas
Por meio de simulac¸o˜es nume´ricas, os autores observaram o avanc¸o de um
pequeno foco da febre aftosa sobre uma populac¸a˜o de bovinos suscet´ıveis a` doenc¸a, em
estabelecimentos agropecua´rios com caracter´ısticas semelhantes aos estabelecimentos do
Estado de Mato Grosso do Sul.
As simulac¸o˜es tiveram in´ıcio supondo-se a populac¸a˜o bovina suscet´ıvel com
apenas um infectado no centro do reticulado. Com base na densidade demogra´fica da
regia˜o, que e´ de aproximadamente 98 cabec¸as/Km2, a a´rea de cada ce´lula do reticulado
foi considerada igual a 0, 01 Km2. O paraˆmetro R0 = 15 foi estimado por [23].
Na primeira simulac¸a˜o, foi considerado que o animal infectado encontrava-
se em um estabelecimento com as seguintes caracter´ısticas: propriedade pequena, cuja
estrutura de produc¸a˜o e´ a pecua´ria de subsisteˆncia, comercializac¸a˜o de bovinos baixa,
capacitac¸a˜o pessoal me´dia e presenc¸a fraca de animais silvestres. Dessa forma, a distaˆncia
de deslocamento do v´ırus obtida pelo modelo fuzzy para esse caso foi L = 6 unidades de
comprimento.
Na segunda simulac¸a˜o, foi considerado que o animal infectado encontrava-se
em um estabelecimento com as seguintes caracter´ısticas: propriedade cuja estrutura de
produc¸a˜o e´ a transformac¸a˜o para carne, comercializac¸a˜o de bovinos me´dia, capacitac¸a˜o
pessoal me´dia e presenc¸a fraca de animais silvestres. Assim obteve-se, pelo modelo fuzzy,
o paraˆmetro L = 18 unidades de comprimento.
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Para o contato na˜o local foi feito um sorteio entre todas as poss´ıveis ce´lulas
na circunfereˆncia de raio L para que se determinasse qual delas seria o alvo de contato.
A frac¸a˜o de suscet´ıveis que teria chance de contato foi dada por pnl = 0.1.
A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo para os diferentes
valores de L esta´ ilustrada na Figura 3.6, a densidade de animais e´ representada pelos
eixos verticais e o tempo pelos eixos horizontais.
































Figura 3.6: Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais, obtida ao longo do tempo de 100 dias, para L = 6
e L = 18, respectivamente.
Pode-se observar pela Figura 3.6, que o paraˆmetro L exerce forte influeˆncia
no avanc¸o da epidemia. Para L = 18 u.c. a curva dos infectados apresenta um pico em
aproximadamente 20 dias, ao passo que no caso de L=6 u.c. o pico de infectados ocorre
em aproximadamente 55 dias.
Os padro˜es espaciais, obtidos atrave´s das simulac¸o˜es nume´ricas, esta˜o repre-
sentados nas Figuras 3.7 e 3.8. A cor preta corresponde a` area ocupada pelos suscet´ıveis
(S), cinza corresponde a` area ocupada pelos infectados (I) e branco corresponde a` area
ocupada pelos animais recuperados (R).
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Figura 3.7: Padro˜es espaciais obtidos por meio da primeira simulac¸a˜o nume´rica para t = 10, t = 30 e
t = 50 dias, respectivamente.
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Figura 3.8: Padro˜es espaciais obtidos por meio da segunda simulac¸a˜o nume´rica para t = 10, t = 30 e
t = 50 dias, respectivamente.
Nas Figuras 3.7 e 3.8, foi observada a formac¸a˜o de focos secunda´rios e que a`
medida que estes focos crescem, va˜o fundindo-se com o foco principal. Nota-se, com isso,
que os contatos na˜o locais exercem um papel fundamental no espalhamento da doenc¸a.
Assim, apresentou-se neste cap´ıtulo algumas informac¸o˜es a respeito dos mo-
delos matema´ticos de [23, 14, 13, 41], elaborados para representar a dinaˆmica espacial e
temporal da febre aftosa. Estes modelos envolvem metodologias variadas, desde as mais
cla´ssicas, como as Equac¸o˜es Diferenciais Parciais, a`s na˜o ta˜o cla´ssicas, como Autoˆmato
Celular e Teoria de Conjuntos Fuzzy. Pore´m, levando em conta o objetivo dessa tese,
que e´ o de desenvolver um modelo envolvendo o acoplamento de diversas ferramentas
matema´ticas - Equac¸o˜es Diferenciais Parciais, Teoria de Conjuntos Fuzzy, Teoria Pro-
babil´ıstica, Elementos Finitos - no estudo de um fenoˆmeno epidemiolo´gico caracterizado
por inu´meros tipos de incertezas, sera´ apresentado no pro´ximo cap´ıtulo um modelo que
considera alguns aspectos dos modelos aqui apresentados, com destaque para a inserc¸a˜o
de incertezas inerentes ao fenoˆmeno da febre aftosa nos paraˆmetros do modelo, por meio
das ferramentas matema´ticas ja´ citadas.
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Cap´ıtulo 4
Um modelo de EDP com paraˆmetros
incertos: aplicac¸a˜o no estudo da
febre aftosa em bovinos
Neste cap´ıtulo, tem-se o propo´sito de elaborar um modelo matema´tico por
meio de Equac¸o˜es Diferenciais Parciais (EDP), que possibilite estudar a febre aftosa, um
fenoˆmeno epidemiolo´gico caracterizado por um cena´rio de incertezas resultantes de fatores
so´cio-econoˆmicos e ligados ao meio ambiente.
Neste contexto, abstraindo ide´ias a partir dos modelos apresentados ate´ enta˜o,
propo˜e-se nesse trabalho um modelo epideˆmico, constitu´ıdo por um sistema de Equac¸o˜es
Diferenciais Parciais do tipo SIR, que possibilitara´ estudar a evoluc¸a˜o espacial e tempo-
ral da febre aftosa, levando em conta as incertezas ja´ descritas, que sera˜o incorporadas
pelos paraˆmetros de dispersa˜o e de transmissa˜o. Esses paraˆmetros sera˜o estimados em
cap´ıtulos posteriores, haja vista a necessidade de acoplar ao modelo algumas te´cnicas de
conjuntos fuzzy e probabil´ısticas, que permitira˜o incorporar as incertezas do ponto de vista
epidemiolo´gico, socioeconoˆmico e ambiental
Ainda neste cap´ıtulo sera˜o apresentadas a formulac¸a˜o variacional e a dis-
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cretizac¸a˜o espacial e temporal do sistema, possibilitando dessa forma obter soluc¸o˜es apro-
ximadas do modelo, por meio da te´cnica de elementos finitos.
4.1 Introduzindo o modelo de EDP aplicado a` febre
aftosa
Inicia-se o modelo considerando a populac¸a˜o de bovinos em relac¸a˜o a` febre
aftosa, distribu´ıda em treˆs diferentes classes, de acordo com seu estado: suscet´ıvel (popu-
lac¸a˜o de indiv´ıduos suscet´ıveis, na˜o portadores do v´ırus causador da epidemia), infectado
(populac¸a˜o de indiv´ıduos infecciosos, portadores e transmissores do v´ırus) e recuperado
(populac¸a˜o de indiv´ıduos recuperados, aqueles que esta˜o curados e teˆm desenvolvido imu-
nidade permanente na escala de tempo utilizada).
Segundo [27], a escolha das escalas e´ de fundamental importaˆncia para a mo-
delagem de fenoˆmenos biolo´gicos. Tanto o modelo quanto os resultados dependem das
escalas adotadas na sua formulac¸a˜o. Neste trabalho, a escala de observac¸a˜o do espac¸o e´
representada pela regia˜o no interior da fazenda (domı´nio em estudo), onde esta˜o localiza-
dos os indiv´ıduos da populac¸a˜o em estudo, considerada na ordem de quiloˆmetro quadrado.
A escala de observac¸a˜o do tempo usada no modelo e´ da ordem de dias, tendo em vista o
tempo de durac¸a˜o da epidemia, que e´ de aproximadamente um meˆs.
Neste caso, uma caracter´ıstica mensura´vel e interessante, usada para descrever
a dinaˆmica da populac¸a˜o, e´ a “posic¸a˜o espacial”, descrita por x = (x, y). Assim, cada
indiv´ıduo da populac¸a˜o tera´ coordenadas (x, y) ∈ R2, que indicam a sua posic¸a˜o espacial.
A dinaˆmica espacial e´ incorporada ao modelo por meio da equac¸a˜o de difusa˜o,
conforme [23]. A difusa˜o e´ um modelo matema´tico macrosco´pico de populac¸o˜es, que
resulta da interac¸a˜o e movimentac¸a˜o microsco´pica de seus indiv´ıduos. Assim, uma in-
terpretac¸a˜o para o processo de difusa˜o, com base na descric¸a˜o matema´tica deste evento
microsco´pico de movimentac¸a˜o aleato´ria dos indiv´ıduos, e´ dada pela teoria do movimento
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browniano, [56].
O coeficiente de difusa˜o D, de acordo com [27], representa a habilidade de
movimentac¸a˜o dos indiv´ıduos e pode ser uma func¸a˜o do espac¸o, do tempo ou mesmo da
pro´pria densidade. Ainda segundo [27], os organismos possuem diversas estrate´gias de
movimentac¸a˜o na natureza, buscando explorar novas a´reas, seja pela sobreviveˆncia ou
mesmo de forma na˜o intencional.
Os bovinos sa˜o animais grega´rios, isto e´, vivem em grupos, apresentando uma
se´rie de padro˜es de organizac¸a˜o social, que sugerem como sera˜o as interac¸o˜es entre os ani-
mais do grupo. Nesse contexto, na˜o e´ simples a ana´lise isolada dos fatores que determinam
a dispersa˜o dos rebanhos nas pastagens.
Segundo [16], a topografia, distaˆncia da a´gua, a vegetac¸a˜o (presenc¸a de a´rvores
e arbustos) e o bem estar do animal teˆm sido identificados como fatores que afetam a
distribuic¸a˜o dos rebanhos nas pastagens e, consequ¨entemente, o uso do espac¸o, sendo dif´ıcil
separar estes fatores e avalia´-los individualmente. Em pastos intensivamente manejados
na˜o ha´ uma distribuic¸a˜o equilibrada dos animais, todavia a utilizac¸a˜o ao final do per´ıodo
de ocupac¸a˜o geralmente e´ uniforme, existindo padro˜es temporais de pastejo, que podem
ser descritos como ondas de desfolhac¸a˜o, comec¸ando perto da a´gua e afastando-se dela.
Ainda, conforme [15], existem diferenc¸as nos padro˜es de dispersa˜o dos reba-
nhos de uma mesma espe´cie em pastagens semelhantes, e isto se da´ porque os animais
respondem a`s condic¸o˜es f´ısicas e sociais de seu ambiente. Alguns bovinos possuem um
eficiente mecanismo de dispersa˜o e podem atravessar a´reas desfavora´veis mais facilmente
que outras com menor eficieˆncia na dispersa˜o.
Ao utilizar a equac¸a˜o de difusa˜o densidade-dependente, [32] cita o trabalho de
[11], em que analisam a dinaˆmica de uma populac¸a˜o em um meio ambiente fortemente
heterogeˆneo, considerando que esta caracter´ıstica afeta a taxa intr´ınseca de reproduc¸a˜o
da espe´cie. Eles sugerem que uma extensa˜o de seu trabalho seria considerar espe´cies
cujas disperso˜es na˜o sejam modeladas por movimentos puramente brownianos. Isto seria
justificado, por exemplo, pela presenc¸a de ventos ou correntes, ou a presenc¸a de gradientes
qu´ımicos no meio ambiente, que causam agrupamentos populacionais, alterando dessa
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forma a dispersa˜o da populac¸a˜o. Por meio da ana´lise de modelos discutidos em outras
refereˆncias citadas no artigo, eles sugerem que tais situac¸o˜es poderiam ser modeladas por
equac¸o˜es cujo termo difusivo seria escrito como O.(α(x, t, u)Ou), onde α > 0 representa o
coeficiente de difusa˜o dependente do espac¸o, do tempo e da densidade populacional
Portanto, considerando que os animais suscet´ıveis, infectados e recuperados
vivem agregados e em condic¸o˜es f´ısicas diferenciadas devido a` presenc¸a ou na˜o da febre
aftosa; ainda, que o movimento desses animais na˜o ocorre essencialmente pelo movi-
mento Browniano, ou seja, os animais na˜o se dispersam ao acaso em seu ambiente e
esta falta de casualidade no uso do espac¸o esta´ relacionada com o comportamento so-
cial e com as estruturas f´ısica e biolo´gica dos indiv´ıduos e do ambiente, [17]), propo˜e-se
a inclusa˜o da dinaˆmica espacial em todas as classes da populac¸a˜o, com base em [11].
Ou seja, descreve-se a dispersa˜o local das classes de suscet´ıveis, infectados e recupera-
dos atrave´s dos respectivos termos de difusa˜o ∇.(DS(x, y; t; P )∇S), ∇.(DI(x, y; t; P )∇I)
e ∇.(DR(x, y; t; P )∇R), onde DS, DI e DR positivos representam os coeficientes de di-
fusa˜o.
Nesse contexto, esta´ sendo admitida uma dinaˆmica populacional interespec´ıfica,
levando em considerac¸a˜o que os coeficientes de difusa˜o das diferentes espe´cies (as espe´cies
referidas sa˜o as classes S, I e R) dependem da densidade populacional, ou seja, admite-se
a difusibilidade densidade-dependeˆncia.
Sabe-se que os coeficientes de difusa˜o sa˜o dependentes de uma se´rie de fatores
que muitas vezes sa˜o dif´ıceis de serem avaliados no formato quantitativo. No entanto,
com os coeficientes varia´veis em relac¸a˜o ao espac¸o, tempo e populac¸a˜o, tem-se a possibili-
dade de incorporar informac¸o˜es qualitativas e incertas inerentes ao fenoˆmeno em estudo,
como caracter´ısticas ambientais e diferenc¸as dos animais com relac¸a˜o a` sua eficieˆncia de
mobilidade devido aos sinais cl´ınicos, bastante rigorosos, apresentados pela doenc¸a. A
ide´ia consiste em incorporar essas informac¸o˜es qualitativas e incertas nos paraˆmetros de
difusa˜o por meio de uma combinac¸a˜o de regras fuzzy formuladas por varia´veis lingu¨´ısticas
que descrevem estas incertezas (ver Sec¸a˜o 4.1.1).
Um aspecto importante tratado no modelo de [14] esta´ relacionado a`s formas
64
de controle da epidemia. Os autores estudaram suas taxas de transmissa˜o no tempo
anterior e posterior a` aplicac¸a˜o de vacinas e controle do traˆnsito de animais, verificando
com isso uma significativa queda das taxas, apo´s serem tomadas as medidas de controle.
Nesse trabalho, num primeiro momento, opta-se por desconsiderar explicita-
mente no modelo qualquer forma de controle da epidemia, assim como em [23] e [13].
A atividade humana, o meio ambiente favora´vel ou na˜o e a alta resisteˆncia e eficieˆncia
do v´ırus sa˜o fatores importantes na dinaˆmica desta doenc¸a. Assim, torna-se interessante
avaliar a evoluc¸a˜o da doenc¸a sob a dependeˆncia desses fatores. Pore´m, tais caracter´ısticas
na˜o devem ser entendidas explicitamente como uma medida de controle, mas como uma
varia´vel subjetiva, importante para a forc¸a de infecc¸a˜o da epidemia.
Da mesma forma que em [23] e [13], sera´ adotada a hipo´tese de que o animal
infectado passe a ser imediatamente infectante, desconsiderando a classe de lateˆncia (as-
sintoma´tico e na˜o infeccioso) da populac¸a˜o, tendo em vista que na˜o esta˜o sendo adotadas
medidas de controle, como a vacinac¸a˜o dos animais.
Propo˜e-se, assim, um modelo compartimental do tipo SIR que, segundo [44],
e´ considerado adequado para doenc¸as virais.
Ferreira ainda incluiu em seu modelo taxas de nascimentos, mortes causadas
pela doenc¸a, descartes de animais e perda de imunidade. No entanto, a doenc¸a da febre
aftosa apresenta uma escala temporal muito ra´pida quando comparada com a dinaˆmica
demogra´fica da populac¸a˜o, isto e´, a escala de tempo (em dias) de transmissa˜o e de recu-
perac¸a˜o da doenc¸a e´ muito menor que o tempo (em anos) de vida dos animais. Portanto,
assim como em [14] e [13], e´ razoa´vel desprezar a dinaˆmica vital (nascimentos e mortes)
no per´ıodo de uma epidemia. Ale´m disso, e´ importante observar que o animal infectado
pode se recuperar naturalmente da doenc¸a, tornando-se imune e passando a fazer parte
do compartimento dos recuperados. Neste modelo, optou-se por na˜o incluir a perda de
imunidade, tendo em vista que o tempo me´dio que um animal permanece imune e´ de
aproximadamente um ano, e este e´ superior ao tempo de durac¸a˜o da epidemia.
Nesse sentido, devido a` escala de tempo escolhida, supo˜e-se que a populac¸a˜o
total P = S + I + R se mante´m constante no interior da fazenda, ocorrendo apenas
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a transic¸a˜o de um estado da doenc¸a para outro. O indiv´ıduo suscet´ıvel passa para o
estado de infectado apo´s um “encontro bem-sucedido” com o v´ırus da febre aftosa. O
termo “encontro bem-sucedido” e´ no sentido de gerar um indiv´ıduo infectado, [58]. A
transmissa˜o ocorre por inalac¸a˜o do v´ırus, que penetra pelas vias respirato´rias do indiv´ıduo
suscet´ıvel, propagada pelo indiv´ıduo infectado. E´ importante observar que a transmissa˜o
da doenc¸a e´ considerada apenas local, ja´ que o modelo esta´ sendo proposto para um u´nico
estabelecimento. Por sua vez, o infectado passa para o estado de recuperado a uma taxa
(µ) igual ao inverso do tempo em que ele permanece neste estado ate´ se recuperar.






onde β > 0 e´ a taxa de transmissa˜o da doenc¸a e µ > 0 e´ a taxa de recuperac¸a˜o.
O modelo SIR faz parte do grupo dos modelos de transmissa˜o direta, que
sa˜o baseados na lei de ac¸a˜o das massas, originada do estudo de cine´tica qu´ımica. Em
epidemiologia, o princ´ıpio da ac¸a˜o das massas postula que “a taxa de transmissa˜o de
uma infecc¸a˜o dentro de uma populac¸a˜o e´ proporcional ao nu´mero de encontros entre
indiv´ıduos suscet´ıveis e infecciosos, que pressupo˜e-se ser proporcional ao produto das
respectivas densidades”, [28, 44]. Esta lei baseia-se na hipo´tese de que os indiv´ıduos
infecciosos esta˜o distribu´ıdos de maneira homogeˆnea em toda a populac¸a˜o e teˆm o mesmo
poder de transmitir a doenc¸a. Assim, indicando o paraˆmetro λ = βI, assume-se que:
• O nu´mero de infectados aumenta a uma taxa proporcional ao nu´mero de suscet´ıveis,
que e´ λS. Os suscet´ıveis diminuem nessa mesma proporc¸a˜o.
• A taxa de passagem dos infectados para a classe dos recuperados e´ proporcional ao
nu´mero de infectados, isto e´, µI.
Todavia, [4] defendem que a distribuic¸a˜o homogeˆnea da populac¸a˜o e´ uma sim-
plificac¸a˜o considera´vel para a epidemiologia, ja´ que ha´ muitas fontes de heterogeneidade
distinguindo os indiv´ıduos, que podem influenciar fortemente na propagac¸a˜o de uma
doenc¸a, como por exemplo, a idade e/ou classe social dos indiv´ıduos. Do ponto de vista da
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modelagem matema´tica, pode-se aceitar a lei de ac¸a˜o das massas no sentido de que cada
indiv´ıduo infectado tem a mesma chance de encontro com um suscet´ıvel. No entanto, a
chance de que um encontro resulte em um novo caso de doenc¸a, depende de fatores como
os citados, [4, 39].
No contexto desse trabalho, e´ necessa´rio observar que a transmissa˜o da febre
aftosa pode ocorrer tambe´m por contato indireto. Nesse sentido, deve-se dar enfoque
especial a` heterogenia da populac¸a˜o em estudo, principalmente com relac¸a˜o a`s formas
de organizac¸a˜o e finalidade da produc¸a˜o bovina (se a criac¸a˜o dos animais e´ destinada a`
produc¸a˜o de leite, carne, etc.). Como ja´ referido no trabalho de [41], as formas de produc¸a˜o
permitem estabelecer relac¸o˜es de causa-efeito no aˆmbito da pecua´ria, entre elas as do tipo
epidemiolo´gico. Este aspecto e´ defendido por autores como [36], que em seu trabalho
faz uma ana´lise do comportamento da doenc¸a e as caracter´ısticas so´cio-econoˆmicas que
condicionam as principais a´reas mantenedoras e disseminadoras da enfermidade; [43], que
adverte para a necessidade de integrar varia´veis econoˆmicas e biolo´gicas para o estudo da
febre aftosa, e [35], que destacam a importaˆncia da forma de organizac¸a˜o da produc¸a˜o e
movimentac¸a˜o dos animais na difusa˜o da doenc¸a.
Outra fonte de heterogeneidade de grande influeˆncia na transmissa˜o indireta
da febre aftosa esta´ relacionada a`s atividades das pessoas que, de forma direta ou indireta,
manteˆm contato com os animais na fazenda. Como visto no Cap´ıtulo 1, o v´ırus da febre
aftosa sobrevive bem no meio ambiente em condic¸o˜es de alta umidade e pouca incideˆncia
solar, nos objetos como calc¸ados, roupas e pneus dos ve´ıculos. Esta caracter´ıstica do v´ırus
pode ser ou na˜o monitorada e controlada, com o desenvolvimento ou na˜o de atividades
que envolvem educac¸a˜o, conscientizac¸a˜o, esclarecimento e parceria das pessoas que, de
alguma forma, esta˜o envolvidas com os animais. Assim, pressupo˜e-se que estas questo˜es
so´cio-econoˆmicas e ambientais, relacionadas com o tipo de atividades desenvolvidas no
estabelecimento, exercem grande influeˆncia na forc¸a da infecc¸a˜o.
Visando incorporar no modelo estas fontes de heterogeneidade que influenciam
de maneira subjetiva na forc¸a de infecc¸a˜o, continua-se admitindo o princ´ıpio da ac¸a˜o das
massas, ou seja, que cada infeccioso tem a mesma chance de encontro com os suscet´ıveis.
67
Entretanto, pressupo˜e-se que a forc¸a da infecc¸a˜o, indicada pelo paraˆmetro λ = βI, seja
capaz de capturar os efeitos da transmissa˜o da doenc¸a por fatores locais (interior do
estabelecimento). Fatores estes incertos, relacionados com as formas de produc¸a˜o, a
conduta das pessoas e o ambiente, responsa´veis pelos “encontros bem-sucedidos” entre
suscet´ıveis e o v´ırus propagados pelo infectado. A ide´ia e´ que a forc¸a de infecc¸a˜o possa
incorporar esses fatores incertos por meio de uma combinac¸a˜o de regras fuzzy, formuladas
por varia´veis lingu¨´ısticas que descrevem as caracter´ısticas de incertezas.
Na sec¸a˜o seguinte, sa˜o definidas varia´veis lingu¨´ısticas, com o intuito de incor-
porar incertezas aos paraˆmetros de difusa˜o DS, DI e DR e de transmissa˜o λ. Com essas
varia´veis, sera´ poss´ıvel fazer uso de SBRFs para estimar esses paraˆmetros.
4.1.1 Os paraˆmetros de difusa˜o e transmissa˜o incorporando in-
certezas
Levando-se em conta que as incertezas do ponto de vista epidemiolo´gico, so-
cioeconoˆmico e ambiental sa˜o classificadas, com base em [39], como incertezas do “conhe-
cimento parcial”, propo˜e-se mensurar tais incertezas por meio de varia´veis lingu¨´ısticas,
permitindo dessa forma fazer uso de SBRFs para estimar os paraˆmetros de difusa˜o e trans-
missa˜o. A seguir, sa˜o definidas as varia´veis lingu¨´ısticas correspondentes a cada paraˆmetro.
1. Paraˆmetros de difusa˜o
Inferiu-se na sec¸a˜o anterior que coeficientes de difusa˜o sa˜o dependentes de uma
se´rie de fatores que incorporam informac¸o˜es qualitativas e incertas inerentes ao fenoˆmeno
em estudo. Estes fatores esta˜o relacionados com as caracter´ısticas ambientais, com as
diferenc¸as dos animais em relac¸a˜o a` sua eficieˆncia de mobilidade, devido aos sinais cl´ınicos
apresentados pela doenc¸a e com as atitudes comportamentais dos mesmos.
Assim, com o intuito de descrever as incertezas relacionadas a`s “a´reas de vida”
dos animais (substrato de interac¸a˜o para o animal, onde mante´m todas as suas relac¸o˜es
com o ambiente, inclusive as sociais), define-se a varia´vel “caracter´ısticas ambientais” (C);
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para mensurar as incertezas relacionadas ao estado de sau´de dos animais afetados pela
enfermidade, estabelece-se a varia´vel “fase da doenc¸a” (FD) e, por fim, para indicar as
incertezas relacionadas ao comportamento dos animais devido a` quantidade de indiv´ıduos
por elemento do domı´nio discretizado, determina-se a varia´vel “populac¸a˜o” (P) (ver Sec¸a˜o
5.1.1).
Com isso, uma sofisticac¸a˜o a ser introduzida no modelo e´ a de fazer os coe-
ficientes de difusa˜o dependentes dessas varia´veis incertas, podendo assim, incorporar ao
modelo as va´rias incertezas inerentes ao espac¸o e a` populac¸a˜o. Para isso, agrega-se a`
varia´vel independente espacial (x, y) ∈ Ω ⊂ R2 a varia´vel subjetiva C, que indica as
caracter´ısticas do meio onde se locomovem os indiv´ıduos; a varia´vel P , mensurando as
caracter´ısticas de comportamento determinado pela quantidade de indiv´ıduos. E para a
classe dos infectados, acrescenta-se a varia´vel FD, tambe´m subjetiva, indicando a fase da
doenc¸a, ou seja, o estado de sau´de dos animais. Assim, faz-se os coeficientes de difusa˜o
da forma: DS = DS(C,P), DI = DI(C,P,FD) e DR = DR(C,P), cada um determinado
por um SBRF, os quais sera˜o desenvolvidos no Cap´ıtulo 5.
Neste caso, mais do que um movimento puramente aleato´rio, fatores subjetivos,
como as caracter´ısticas do ambiente em que o animal esta´ inserido e o seu estado de sau´de
devido a` presenc¸a da febre aftosa podem ser indicados, pelos coeficientes de difusa˜o, como
direcionadores na dispersa˜o dos animais.
2. Paraˆmetro de transmissa˜o
Sugeriu-se na sec¸a˜o anterior que a forc¸a de infecc¸a˜o λ e´ capaz de incorporar
as incertezas oriundas das adversidades sociais, econoˆmicas e ambientais do estabeleci-
mento em que os animais esta˜o inseridos. Isso porque, naturalmente, fatores incertos
relacionados a`s formas de produc¸a˜o, a`s pessoas e ao ambiente, responsa´veis pelos “encon-
tros bem-sucedidos” entre suscet´ıveis e o v´ırus propagados pelo infectado, sa˜o fortemente
influencia´veis na “taxa de transmissa˜o” β.
Face a esse argumento, descreve-se as incertezas so´cio-econoˆmicas e ambientais
a serem incorporadas pelo paraˆmetro λ por meio de varia´veis lingu¨´ısticas. Para isso, com
69
base no modelo de [41], definem-se as varia´veis lingu¨´ısticas “conduta pessoal” (CP) e
“estrutura de produc¸a˜o” (EP), as quais visam traduzir, de forma impl´ıcita, a influeˆncia
que a qualificac¸a˜o pessoal e a heterogenia dos animais (se destinados a` produc¸a˜o de
leite, carne, etc) exercem na transmissa˜o da doenc¸a, seja de forma direta no encontro
entre suscet´ıveis e infectados, como de forma indireta, no encontro entre suscet´ıveis e o
v´ırus depositado no meio ambiente pelos infectados. Assim, para lidar com as incertezas
mensuradas pelas varia´veis EP e CP , propo˜e-se aqui um Sistema Baseado em Regras
Fuzzy θ = θ(CP , EP), representando o grau de influeˆncia das incertezas na transmissa˜o
da epidemia, a ser desenvolvido no pro´ximo cap´ıtulo.
Neste contexto, a exemplo de [5], que em seu trabalho descrevem sobre a
influeˆncia da distribuic¸a˜o de renda na expectativa de vida, propo˜e-se aqui a taxa de
transmissa˜o β definida por β = β1 + β2θ(CP , EP), onde
• o paraˆmetro β1 representa a taxa de transmissa˜o “natural”. Isto e´, a taxa de trans-
missa˜o apresentada em uma fazenda “modelo”, no sentido de haver, por exemplo,
qualificac¸a˜o profissional adequada no trato da doenc¸a;
• o produto β2θ(CP, EP) representa o incremento a` taxa β1, ao incluir no modelo
as incertezas com relac¸a˜o a`s atividades econoˆmicas, sociais e ambientais de uma
fazenda, na˜o qualificada como “modelo”.
Observa-se que o valor θ = 1 esta´ associado a` taxa de transmissa˜o β = β1 +β2
ma´xima. Isto significa que o estabelecimento apresenta as piores condic¸o˜es sociais e
ambientais, onde os trabalhadores na˜o sa˜o qualificados para o exerc´ıcio das atividades
com os animais, na˜o existe conscientizac¸a˜o, esclarecimento ou parceria para enfrentar o
desafio no controle da disseminac¸a˜o da doenc¸a. Por outro lado, quando θ = 0, a taxa
de transmissa˜o β = β1 atinge seu valor mı´nimo. Neste caso, tem-se um estabelecimento
modelo no trato da febre aftosa.
Para estimar as taxas de transmissa˜o da epidemia β1 e β2, toma-se como base
o modelo espacial (3.3), proposto por [14]. O autor obteve, a partir desse modelo, a
taxa de transmissa˜o β = 0, 33 no per´ıodo anterior a`s medidas de controle da epidemia
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e, β = 0, 1 no per´ıodo posterior a adoc¸a˜o de medidas de controle. Neste sentido, faz-se
β1 = 0, 1 indicando um estabelecimento “ideal” com qualificac¸a˜o profissional adequada
no trato da doenc¸a, ou seja, considera-se, de forma impl´ıcita, uma situac¸a˜o similar ao um
estabelecimento no per´ıodo posterior a adoc¸a˜o de medidas de controle da epidemia. E
toma-se β2 = 0, 23 de forma que β1 + β2 = 0, 33 indique a taxa de transmissa˜o obtida por
[14], anterior a adoc¸a˜o de medidas de controle da epidemia.
Da´ı, com β dado acima, a forc¸a da infecc¸a˜o λ = βI assume a forma
λ = (β1 + β2θ(CP , EP)) I,
cuja dependeˆncia das varia´veis lingu¨´ısticas CP e EP possibilitam agregar incertezas e
impreciso˜es no aˆmbito socioeconoˆmico e ambiental.
4.2 O modelo de EDP com paraˆmetros incertos
Considerando-se as situac¸o˜es e os fatores apresentados, propo˜e-se o sistema
(4.1) na˜o linear de equac¸o˜es diferenciais parciais para descrever a dinaˆmica da febre aftosa
em bovinos, considerando o domı´nio espacial representado por uma fazenda. As varia´veis
de estado sa˜o, portanto: S = S(x, y; t), I = I(x, y; t) e R = R(x, y; t), com (x, y) ∈ Ω ⊂
R





= div(DS(C,P).∇S)− λ(β, I)S
∂I
∂t
= div(DI(C,P,FD).∇I) + λ(β, I)S − µI
∂R
∂t
= div(DR(C,P).∇R) + µI,
(4.1)
satisfazendo as condic¸o˜es iniciais
S(x, y; 0) = S0(x, y), I(x, y; 0) = I0(x, y) e R(x, y; 0) = 0.
Paraˆmetros que figuram no modelo:
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• DS = DS(C;P), DI = DI(C,P,FD) e DR = DR(C,P) representam, respectiva-
mente, os coeficientes de difusa˜o das populac¸o˜es de suscet´ıveis, infectados e re-
cuperados. Sa˜o dependentes das varia´veis subjetivas caracter´ısticas ambientais (C),
populac¸a˜o (P) e a fase da doenc¸a (FD) da febre aftosa apresentada pelos indiv´ıduos.
A fim de simplificar o modelo aqui proposto, considera-se o coeficiente de difusa˜o
dos recuperados (DR) igual ao dos suscet´ıveis, ou seja, DR(C;P) = DS(C;P).
• λ = βI representa a forc¸a de infecc¸a˜o da febre aftosa, com β representando a taxa
de transmissa˜o da doenc¸a.
• a taxa de passagem de infectado para recuperado e´ representada pelo paraˆmetro
constante µ. A partir de [37] faz-se µ = 0, 1, como o inverso do tempo me´dio que
um animal leva para se recuperar da doenc¸a.
Com base em [1], o domı´nio Ω foi dividido em regio˜es, indicando algumas
caracter´ısticas do meio onde se encontra a populac¸a˜o, isto e´, se o ambiente e´ favora´vel
ou desfavora´vel a` sua locomoc¸a˜o. A varia´vel subjetiva C (caracter´ısticas ambientais) e´
dependente dessas regio˜es e pode ser representada por func¸o˜es de pertineˆncia que indicam
o grau de dificuldade de locomoc¸a˜o da populac¸a˜o. A Figura 4.1 ilustra o domı´nio Ω ⊂ R2,
onde Γ = ∂Ω e´ a fronteira de Ω, representando o ambiente (pasto) de uma fazenda onde









Figura 4.1: Domı´nio Ω dividido em regio˜es, as quais representam qualitativamente a varia´vel lingu¨´ıstica
“caracter´ısticas ambientais”.
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A condic¸a˜o de fronteira e´, numa abordagem explorato´ria inicial, do tipo Von
Neumann homogeˆnea, caracterizando a fronteira Γ em que pode ocorrer a presenc¸a de
animais de qualquer classe, pore´m, existem obsta´culos impedindo a passagem dos animais.

















para t ∈ (0, T ).
(4.2)
Com o propo´sito de simplificar a escrita do modelo constitu´ıdo pelo sistema
(4.1) e pelas condic¸o˜es de fronteira (4.2) sera´ estabelecida a notac¸a˜o “sistema (4.1–4.2)”.
4.3 Formulac¸a˜o variacional
Nesta sec¸a˜o, sera´ obtida a formulac¸a˜o variacional do sistema (4.1–4.2), an-
teriormente apresentado em sua formulac¸a˜o cla´ssica. A formulac¸a˜o variacional consiste
em reescrever a formulac¸a˜o do sistema (4.1–4.2), cujas soluc¸o˜es, denominadas “soluc¸o˜es
fracas”, devem ser procuradas em um espac¸o me´trico conveniente, ou seja, em um espac¸o
com menos restric¸o˜es para diferenciabilidade.
O processo para obtenc¸a˜o da formulac¸a˜o variacional e´ desenvolvido da seguinte
forma:
1. Considera-se as derivadas de (4.1) no sentido das distribuic¸o˜es;
2. Efetua-se o produto interno de cada termo das equac¸o˜es de (4.1) por uma func¸a˜o ν,
denominada func¸a˜o teste, sendo esta pertencente a um subespac¸o conveniente de
H1(Ω) =
{









denotado por V (caracterizado mais adiante), onde L2(Ω) e´ o espac¸o hilbertiano das
func¸o˜es de quadrado integra´vel no sentido de Lebesgue. Ou seja,
L2(Ω) =
{
u : Ω −→ R | u e´ mensura´vel e
∫
Ω




A necessidade de introduzir uma formulac¸a˜o variacional ao modelo (4.1–4.2)
implica em exigir integrabilidade no sentido de Lebesgue, tanto das func¸o˜es S, I, R :
Ω×(0, T ] −→ R como das derivadas de primeira ordem, incluindo as derivadas temporais.
Desta forma, para cada t ∈ (0, T ], devemos ter S(x, y; t), I(x, y; t) e R(x, y; t) ∈
H, onde H e´ definido da seguinte forma:









∈ L2(Ω), u |Γ= 0}, (4.3)
Define-se o espac¸o das func¸o˜es teste V como um subespac¸o vetorial de H1(Ω)
dado por
V = {v ∈ H1(Ω) e v |Γ= 0}. (4.4)



























u(x, y)v(x, y) dγ ao longo da fronteira de Ω (Γ ⊂ ∂Ω).
Para obter a forma variacional de (4.1–4.2), multiplica-se o problema pela





∣∣v) + (− div(DS(C;P).∇S)∣∣v) = −(λ(β, I)S∣∣v)
(∂I
∂t
∣∣v) + (− div(DI(C;P;FD).∇I)∣∣v) = (λ(β, I)S − µI∣∣v)
(∂R
∂t
∣∣v) + (− div(DS(C;P).∇R)∣∣v) = (µI∣∣v),
(4.5)
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∣∣v)− (DS(C;P)∆S∣∣v) = −(λ(β, I)S∣∣v)
(∂I
∂t
∣∣v)− (DI(C;P ;FD)∆I∣∣v) = (λ(β, I)S − µI∣∣v)
(∂R
∂t
∣∣v)− (DS(C;P)∆R∣∣v) = (µI∣∣v),
para todo v ∈ V .
(4.6)
Aplica-se o teorema de Green no segundo termo do lado esquerdo das equac¸o˜es





∣∣v) + (DS(C;P)∇S∥∥∇v)− 〈DS(C;P) ∂S
∂η
∣∣v〉 = −(λ(β, I)S∣∣v)
(∂I
∂t
∣∣v) + (DI(C;P;FD)∇I∥∥∇v)− 〈DI(C;P ;FD) ∂I
∂η
∣∣v〉 = (λ(β, I)S − µI∣∣v)
(∂R
∂t
∣∣v) + (DS(C;P)∇R∥∥∇v)− 〈DS(C;P) ∂R
∂η
∣∣v〉 = (µI∣∣v),
para todo v ∈ V .
(4.7)
Incorporando as condic¸o˜es de contorno de Von Neumann homogeˆneas e, exigin-
do que as func¸o˜es procuradas S = S(x, y; t), I = I(x, y; t) e R = R(x, y; t) satisfac¸am
a`s condic¸o˜es iniciais S(x, y; 0) = S0(x, y), I(x, y; 0) = I0(x, y) e R(x, y; 0) = 0, tem-se a
formulac¸a˜o fraca ou variacional do problema originalmente proposto, isto e´, o problema






∣∣v) + (DS(C;P)∇S∥∥∇v) = −(λ(β, I)S∣∣v)
(∂I
∂t
∣∣v) + (DI(C;P ;FD)∇I∥∥∇v) = (λ(β, I)S − µI∣∣v)
(∂R
∂t
∣∣v) + (DS(C;P)∇R∥∥∇v) = (µI∣∣v),
para todo v ∈ V .
(4.8)





∣∣v) + (DS(C;P)∇S∥∥∇v) = −( (β1 + β2θ(CP , EP))SI∣∣v)
(∂I
∂t
∣∣v) + (DI(C;P ;FD)∇I∥∥∇v) = ( (β1 + β2θ(CP , EP))SI − µI∣∣v)
(∂R
∂t
∣∣v) + (DS(C;P)∇R∥∥∇v) = (µI∣∣v),
para todo v ∈ V .
(4.9)
E´ importante observar que em (4.9) aparecem apenas as derivadas de primeira
ordem, no sentido de distribuic¸o˜es das soluc¸o˜es S(x, y; t), I(x, y; t) e R(x, y; t), enquanto
no sistema (4.1–4.2) aparecem as derivadas de segunda ordem, no sentido cla´ssico. Desta
forma, passando da formulac¸a˜o cla´ssica (4.1–4.2) para a formulac¸a˜o variacional (4.9), sa˜o
enfraquecidas as hipo´teses de regularidade da soluc¸a˜o, o que proporciona um aumento da
classe de func¸o˜es para os quais o problema faz sentido. Esta formulac¸a˜o e´ apropriada para
a discretizac¸a˜o via Me´todo de Galerkin com Elementos Finitos.
A fim de garantir a existeˆncia e unicidade de soluc¸a˜o para o problema (4.1–
4.2), observa-se inicialmente que os coeficientes de difusa˜o - DS = DS(C,P) e DS =
DS(C,P ,FD) - e o paraˆmetro de transmissa˜o - β = β1 +β2θ(EP , CP) - sa˜o limitados. De
fato, os paraˆmetros DS, DI e θ sa˜o todos avaliados por Sistemas Baseados em Regras Fuzzy
(ver Cap´ıtulo 5). Com isso cada paraˆmetro esta´ contido no suporte de suas respectivas
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func¸o˜es de pertineˆncia (ver Figuras 5.10 e 5.15), que por sua vez sa˜o intervalos de reta
limitados.
A existeˆncia de soluc¸a˜o fraca para o problema (4.1–4.2), e´ garantida pelo
me´todo de Galerkin, o qual consiste em obter um espac¸o projetado em dimensa˜o finita
m, para cada m ∈ N. Obtendo, assim, um problema de valor inicial envolvendo apenas
Equac¸o˜es Diferenciais Ordina´rias. A partir da´ı, considerando o teorema de Carathe´odory
(citado e demonstrado em [42]), segue que, para todo m ∈ N, o problema correspon-
dente possui soluc¸a˜o local, a qual, atrave´s de estimativas a priori, independentes de t,
permite estender as soluc¸o˜es locais ao intervalo [0, T ] para todo t > 0, obtendo-se um
par de sequ¨eˆncias de func¸o˜es {(Sm)(Im)(Rm)}m∈N que converge para a soluc¸a˜o do sistema
inicialmente considerado.
4.4 O me´todo de Galerkin
Segundo [25], uma das opc¸o˜es para a construc¸a˜o de uma soluc¸a˜o aproximada
do ponto de vista do espac¸o e´ o me´todo de Galerkin, em conjunto com uma separac¸a˜o de
varia´veis espacial e temporal e com o me´todo de Crank-Nicolson, que discretiza a parte
temporal. Este me´todo consiste em procurar uma soluc¸a˜o aproximada, construindo um
subespac¸o Vh, de V de dimensa˜o finita m, para todo m ∈ N.
Seja B = {ϕ1, ϕ2, ..., ϕm} uma base para Vh, onde as ϕ
′
is, chamadas func¸o˜es
teste, sa˜o convenientemente escolhidas. As func¸o˜es de Vh sa˜o formadas por combinac¸o˜es











∣∣vh) + (DS(C;P)∇S∥∥∇vh) = −( (β1 + β2θ(CP , EP))SI∣∣vh)
(∂I
∂t
∣∣vh) + (DI(C;P ;FD)∇I∥∥∇vh) = ( (β1 + β2θ(CP , EP))SI − µI∣∣vh)
(∂R
∂t
∣∣vh) + (DS(C;P)∇R∥∥∇vh) = (µI∣∣vh),
para todo vh ∈ Vh.
(4.10)








busca-se soluc¸o˜es Sh(x, y; t), Ih(x, y; t), Rh(x, y; t) ∈ Vh, que aproximem as respectivas
soluc¸o˜es S(x, y; t), I(x, y; t), R(x, y; t) ∈ V , de tal forma que
















































De forma ana´loga, obte´m-se as derivadas para Ih e Rh.
Substituindo as expresso˜es Sh(x, y; t), Ih(x, y; t), Rh(x, y; t) e suas derivadas





























( ϕj | ϕi ) +
m∑
j=1
Ij(t) ( DI(C;P ;FD)∇ϕj
∥∥∇ϕi )
























∥∥∇ϕi ) = µ m∑
j=1
Ij(t) ( ϕj | ϕi ),
(4.11)








































Sk(t) ( ϕkϕj | ϕi )
)
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∥∥∇ϕi) = µ m∑
j=1
Ij(t)(ϕj | ϕi),
para todo ϕi ∈ B.
(4.12)
Isto corresponde a um sistema na˜o-linear de Equac¸o˜es Diferenciais Ordina´rias
(EDO) na varia´vel t, com as condic¸o˜es iniciais (ja´ discretizadas) dadas implicitamente por
m∑
j=1
Sj(0)ϕj(x, y) = S0(x, y),
m∑
j=1
Ij(0)ϕj(x, y) = I0(x, y) e
m∑
j=1
Rj(0)ϕj(x, y) = 0,
que na formulac¸a˜o variacional se torna
m∑
j=1
Sj(0)( ϕi, ϕi ) = ( S0 | ϕi),
m∑
j=1




Rj(0)( ϕi, ϕi ) = ( 0 | ϕi), ∀ϕi ∈ B.
O sistema EDO (4.12) com as condic¸o˜es iniciais acima descritas e´ um sistema
aproximado finito que tem soluc¸a˜o local em [0, tm[. Esta soluc¸a˜o e´ garantida pelo teorema
de Carathe´odory, a extensa˜o para o intervalo [0, T ] pode ser realizada com base em [42].
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Assim, com o objetivo de encontrar uma aproximac¸a˜o espacial, recorre-se ao
me´todo nume´rico de Elementos Finitos de primeira ordem. Este me´todo consiste em:
discretizar o domı´nio Ω do problema, por meio da construc¸a˜o de uma malha de elementos
finitos (neste caso sa˜o triaˆngulos), em subdomı´nios simples Ωh; usar os conceitos varia-
cionais para construir uma soluc¸a˜o aproximada sobre estes subdomı´nios, usando func¸o˜es
espacialmente escolhidas.
Vale ressaltar que nem sempre o domı´nio Ω coincide com o domı´nio Ωh, mas
nesses casos quando h → 0, temos Ωh → Ω, sendo h o diaˆmetro do maior elemento da
malha.
Agora, com o objetivo de encontrar uma aproximac¸a˜o temporal, recorre-se ao
me´todo nume´rico impl´ıcito de Crank-Nicolson.
Inicialmente, define-se Π : 0 = t0 < t1 < ... < tN = T uma partic¸a˜o qualquer

















j , n = 0, 1, ..., N , as respectivas aproximac¸o˜es
de Sj, Ij e Rj nos no´s (xj, yj, tn), pode-se usar (4.13) em (4.12) para obter uma nova
aproximac¸a˜o do sistema dado, ∀ i, j, k = 1, ...,m e ∀ ϕj ∈ B:
E´ necessa´rio observar que a varia´vel lingu¨´ıstica “Populac¸a˜o (P)” se altera com
relac¸a˜o ao tempo. Neste caso, a notac¸a˜o apropriada para a varia´vel e´ P(n), n = 0, 1, ..., N .
























































































































( ϕj | ϕi ),
para todo ϕi ∈ B.
(4.14)
Fazendo a separac¸a˜o dos termos em t(n+1) e t(n), em cada equac¸a˜o, o sistema















j ( DS(C;P)∇ϕj‖∇ϕi )































j ( DS(C;P)∇ϕj‖∇ϕi )































j ( DI(C;P ;FD)∇ϕj || ∇ϕi )







































j ( DI(C;P ;FD)∇ϕj || ∇ϕi )


































































j ( ϕj | ϕi ).
(4.15)
A fim de facilitar a implementac¸a˜o do algoritmo, vamos reagrupar os termos
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( ϕj | ϕi ) +
4t
2
( DS(C;P))∇ϕj || ∇ϕi )





















( ϕj | ϕi )−
4t
2
( DS(C;P)∇ϕj || ∇ϕi )

























( ϕj | ϕi ) +
4t
2
( DI(C;P;FD)∇ϕj || ∇ϕi )

























( ϕj | ϕi )−
4t
2
( DI(C;P;FD)∇ϕj || ∇ϕi )





















( ϕj | ϕi ) +
4t
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( ϕj | ϕi )−
4t
2









j ( ϕj | ϕi ).
(4.16)
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(n+1) = WR R
(n) + AR (I
(n+1) + I(n)),
(4.17)
onde as matrizes US, WS, UI , WI , UR, WR e AR sa˜o dadas por:
US(i, j) = ( ϕj | ϕi ) + DS(C;P)
4t
2
( ∇ϕj || ∇ϕi )












( ϕk ϕj | ϕi )
)
WS(i, j) = ( ϕj | ϕi )−DS(C;P)
4t
2
( ∇ϕj || ∇ϕi )




















( ϕj | ϕi ) + DI(C;P;FD)
4t
2
(∇ϕj || ∇ϕi )




















( ϕj | ϕi )−DI(C;P ;FD)
4t
2
(∇ϕj || ∇ϕi )












( ϕk ϕj | ϕi )
)
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UR(i, j) = ( ϕj | ϕi ) + DS(C;P)
4t
2
( ∇ϕj || ∇ϕi )
WR(i, j) = ( ϕj | ϕi )−DS(C;P)
4t
2




( ϕj | ϕi ),
com i, j, k = 1, ...m.
Na implementac¸a˜o computacional do sistema (4.17), o domı´nio espacial sera´
discretizado atrave´s de elementos finitos triangulares de primeira ordem. Pore´m, e´ impor-
tante lembrar que os paraˆmetros DS(C;P), DI(C;P ;FD) e θ(CP ; EP) sa˜o dependentes
de varia´veis lingu¨´ısticas que sera˜o modeladas no Cap´ıtulo 5.
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Cap´ıtulo 5
Modelos fuzzy para paraˆmetros de
transmissa˜o e difusa˜o
Para estudar certos fenoˆmenos, faz-se necessa´rio lidar com incertezas, impre-
ciso˜es, subjetividades e conceitos vagos. Segundo [4], a incerteza proveniente da aleato-
riedade de eventos esta´ bem desenvolvida, ocupando um lugar de destaque na galeria da
Matema´tica por meio da Teoria da Probabilidade. Por outro lado, a lo´gica fuzzy tem
dado suas principais contribuic¸o˜es para descrever incertezas que representam qualidades
ou verdades parciais, presentes em muitas varia´veis utilizadas em nosso cotidiano. Es-
sas varia´veis, apesar de suas incertezas, sa˜o transmitidas e perfeitamente compreendidas
lingu¨isticamente entre interlocutores.
O modelo de EDP (4.1), proposto no Cap´ıtulo 8.2 para descrever a dinaˆmica
da febre aftosa em bovinos, envolve paraˆmetros que expressam caracter´ısticas ambientais,
econoˆmicas, sociais e ate´ mesmo da pro´pria populac¸a˜o em estudo, ou seja, os paraˆmetros
de transmissa˜o e difusa˜o envolvidos na formulac¸a˜o do modelo sa˜o carregados de incertezas.
Como ja´ referido na Sec¸a˜o 4.1.1, essas incertezas sa˜o, com base em [39], como as da
classe do “conhecimento parcial”. Essas podem ser representadas por varia´veis lingu¨´ısticas
oriundas da necessidade de se distinguir qualificac¸o˜es por meio de graduac¸o˜es, que sera˜o
87
aqui tratadas pela Lo´gica Fuzzy, mais especificamente, pelos Sistemas Baseados em Regras
Fuzzy (SBRF), considerados como uma das ferramentas matema´ticas mais poderosas para
lidar com tais incertezas.
No contexto desse trabalho, os SBRF representam uma ferramenta valiosa para
descrever lingu¨isticamente os paraˆmetros de difusa˜o e transmissa˜o do modelo (4.1).
Na Sec¸a˜o 5.1 desse cap´ıtulo, sera˜o apresentados os SBRF para estimar os
coeficientes de difusa˜o da classe de animais suscet´ıveis e infectados pela febre aftosa. Os
coeficientes de difusa˜o na˜o sa˜o obtidos explicitamente, sa˜o paraˆmetros que teˆm cara´ter
incerto, dependente do ambiente, da populac¸a˜o e da enfermidade. Sa˜o avaliados a cada
passo de evoluc¸a˜o no tempo, devido sua relac¸a˜o de dependeˆncia com a populac¸a˜o e a
enfermidade, as quais sa˜o varia´veis em relac¸a˜o ao tempo.
Na sec¸a˜o 5.2, propo˜e-se um sistema baseado em regras fuzzy para modelar o
paraˆmetro θ, que representa, de forma impl´ıcita, a influeˆncia que a capacitac¸a˜o pessoal
e a heterogenia dos animais (se destinados a` produc¸a˜o de leite, carne, etc) exercem na
transmissa˜o da doenc¸a.
5.1 Modelos fuzzy para os coeficientes de difusa˜o
Nesta sec¸a˜o, faz-se uso de conhecimentos sobre as caracter´ısticas comporta-
mentais dos animais, que influenciam na distribuic¸a˜o espacial, para modelar os coeficientes
de difusa˜o dos indiv´ıduos suscet´ıveis e infectados. Estes paraˆmetros, por levarem em conta
caracter´ısticas biolo´gicas do animal e do ambiente no qual esta´ inserido, apresentam um
forte grau de incerteza. Tal incerteza sera´ tratada nos paraˆmetros, atrave´s da teoria dos
conjuntos fuzzy.
Nos modelos cla´ssicos (determin´ısticos) em epidemiologia, que envolvem EDP,
e´ muito comum avaliar o coeficiente de difusa˜o pelo me´todo de ajuste de dados estat´ısticos.
No modelo proposto por [23], o coeficiente de difusa˜o dos infectados representa a a´rea
me´dia percorrida por um animal infectado durante uma unidade de tempo. Este coe-
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ficiente foi estimado a partir da distribuic¸a˜o percentual do tamanho das propriedades
rurais (em ha), do Estado de Santa Catarina-Brasil, no ano de 1984. Com isso, todos os
indiv´ıduos da populac¸a˜o em estudo teˆm o mesmo “poder” de locomoc¸a˜o, independente
de suas caracter´ısticas biolo´gicas e das condic¸o˜es de traˆnsito do meio. E´ como se fosse
admitida a homogeneidade em ambas as classes da populac¸a˜o.
Entende-se que esta e´ uma hipo´tese bastante simplificadora para o sistema
(4.1). Em um estudo sobre o bem-estar dos bovinos, [16], afirmam que na˜o e´ simples
a ana´lise isolada dos fatores que determinam a distribuic¸a˜o dos rebanhos nas pastagens.
Segundo [15], as diferenc¸as que existem nos padro˜es de distribuic¸a˜o dos rebanhos de uma
mesma espe´cie em pastos semelhantes ocorrem, principalmente, porque os animais respon-
dem a`s condic¸o˜es f´ısicas e sociais de seu ambiente. Isto significa que alguns animais se
deslocam no espac¸o com mais eficieˆncia que outros, pois apresentam, entre outros fatores,
capacidade f´ısica diferenciada devido a` presenc¸a ou na˜o dos sinais cl´ınicos causados, por
exemplo, pela febre aftosa. Justifica-se assim a necessidade de diferenciar os coeficientes
de difusa˜o das classes de suscet´ıveis e infectados.
Entre os diversos fatores que afetam a distribuic¸a˜o dos rebanhos nas pastagens,
citados por [15] e [16], destacam-se o bem-estar f´ısico e social dos bovinos. O bem-estar
(estado do organismo durante as suas tentativas de se ajustar com o seu ambiente), na
pra´tica, esta´ ligado a` densidade de animais no grupo e ao meio f´ısico preparado para o
exerc´ıcio das atividades dos animais que nele vivem, por exemplo: esta´bulos, mangueiras
e pastos (a palavra pasto toma por definic¸a˜o “terreno em que ha´ erva para alimento dos
animais”).
Isto possibilita uma forma de estabelecer a relac¸a˜o de dependeˆncia dos coe-
ficientes de difusa˜o com as condic¸o˜es de transitabilidade no espac¸o f´ısico onde o animal
esta´ situado e com as condic¸o˜es f´ısicas desse animal, atrave´s de treˆs importantes varia´veis,
denominadas aqui como: caracter´ısticas ambientais (C), populac¸a˜o (P) e fase da doenc¸a
(FD).
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5.1.1 Descric¸a˜o das varia´veis lingu¨´ısticas fuzzy
Uma varia´vel lingu¨´ıstica fuzzy e´ uma varia´vel cujos valores sa˜o expressos qua-
litativamente por termos lingu¨´ısticos e quantitativamente por uma func¸a˜o de pertineˆncia,
ou seja, e´ uma varia´vel cujos valores assumidos por ela sa˜o conjuntos fuzzy.
Essa sec¸a˜o traz uma breve descric¸a˜o sobre as varia´veis lingu¨´ısticas fuzzy, isto e´,
nomeia as varia´veis de entrada (caracter´ısticas ambientais, populac¸a˜o e fase da doenc¸a) dos
controladores fuzzy que modelam os coeficientes de difusa˜o das populac¸o˜es de suscet´ıveis
e infectados (DS e DI).
1. Caracter´ısticas ambientais (C): representam as caracter´ısticas da “a´rea de vida”
dos animais, as quais interferem na locomoc¸a˜o dos mesmos.
Em sistemas de criac¸a˜o extensiva, [16] descrevem que os bovinos definem sua
“a´rea de vida”, a qual e´ caracterizada pela regia˜o do espac¸o onde desenvolvem todas
as suas atividades. Nesse contexto, essa regia˜o pode ser encarada como o substrato de
interac¸a˜o para o animal, onde mante´m todas as suas relac¸o˜es com o ambiente, inclusive as
sociais. De maneira geral, as “a´reas de vida” apresentam dimenso˜es varia´veis, dependendo
da disponibilidade dos recursos e da pressa˜o ambiental (clima, predadores, etc.). Podem
ser subdivididas, de acordo com a sua utilizac¸a˜o pelos animais, em regio˜es de descanso
(inseridas em locais sombreados e pro´ximos a bebedouros), regio˜es de alimentac¸a˜o e de
reproduc¸a˜o.
Segundo especialistas, a disponibilidade de recursos em alimentac¸a˜o, a´gua e a
pressa˜o ambiental exercem forte influeˆncia nas tomadas de decisa˜o dos animais com relac¸a˜o
a` sua movimentac¸a˜o. Por exemplo, se nos sistemas de criac¸a˜o extensiva as “a´reas de vida”
sa˜o desfavora´veis, com a oferta de pasto baixa e longe de bebedouros e sombras, o animal
se movimentara´ com maior intensidade para consumir alimentac¸a˜o e a´gua necessa´rias a`
sua sobreviveˆncia, assim como para se proteger das altas temperaturas.
Com base nestas ana´lises, para medir qualitativamente a varia´vel caracter´ısticas
ambientais (C), atribuiu-se os termos lingu¨´ısticos favora´vel, mediano e desfavora´vel.
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A fim de facilitar a compreensa˜o e manipulac¸a˜o do modelo aqui proposto,
dividiu-se de forma teo´rica o domı´nio Ω (uma fazenda) em subdomı´nios, com base no
trabalho de [1], ilustrados na Figura 4.1. Estes subdomı´nios classificam qualitativamente
as “a´reas de vida” dos animais nos seguintes ambientes: favora´vel, mediano e desfavora´vel.
As func¸o˜es de pertineˆncia de cada conjunto fuzzy da varia´vel “caracter´ısticas
ambientais” sa˜o ilustradas na Figura 5.1. Como essa e´ uma varia´vel qualitativa, optou-se
por escolher uma escala de 0 a 1 para indicar as caracter´ısticas ambientais, sendo que,
quanto mais pro´ximo de zero, tem-se ambientes mais desfavora´veis e quanto mais pro´ximo
de 1, tem-se ambientes mais favora´veis.


















Figura 5.1: Func¸a˜o de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pela varia´vel lingu¨´ıstica ca-
racter´ısticas ambientais (C).
2. Populac¸a˜o (P(x, y; t) = S(x, y; t)+I(x, y; t)+R(x, y; t)): representa a quantidade de
indiv´ıduos por elemento do domı´nio Ω, discretizado pelo Me´todo de Elementos Finitos (ver
sec¸a˜o 6.2), onde S, I e R representam as respectivas populac¸o˜es de suscet´ıveis, infectados
e recuperados.
A formac¸a˜o de grandes grupos de animais, mantidos em alta densidade popu-
lacional, surtira˜o efeito sobre a expressa˜o do comportamento e a performance individual.
Por exemplo, os animais na˜o podem evitar a violac¸a˜o de seu espac¸o individual, quando em
condic¸o˜es de alta densidade populacional, o que pode resultar no aumento das interac¸o˜es
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agon´ısticas e estresse social, [30]. Os resultados de [31] mostraram que a distaˆncia me´dia
entre bezerros (6 a 13 meses de idade) e animais adultos (2 a 12 anos de idade) aumenta na
medida em que o grupo diminui de tamanho, mantendo-se uma distaˆncia me´dia constante
d = 10 m a d = 12 m entre eles. Isto indica que os animais se movimentam mais em
busca de seu espac¸o individual quando esta˜o mantidos em alta densidade.
Para avaliar os coeficientes de difusa˜o por meio de um SBRF devemos qualificar
cada uma das suas varia´veis dependentes. Da´ı a necessidade de se qualificar a varia´vel
populac¸a˜o pelos termos lingu¨´ısticos: nula, baixa, me´dia baixa, me´dia alta e alta, os quais
esta˜o representados por func¸o˜es de pertineˆncia mostradas na Figura 5.2. O eixo horizontal
das func¸o˜es de pertineˆncia varia de 0 a k, onde k representa a quantidade ma´xima de
indiv´ıduos em qualquer coordenada do domı´nio Ω, discretizado por elementos finitos.
Assim, pode-se dizer que o paraˆmetro k representa a capacidade de suporte para cada
elemento (triaˆngulo) do domı´nio discretizado. Esse valor k devera´ ser determinado no
momento da implementac¸a˜o computacional do modelo, com base nas medidas do domı´nio
Ω e da distaˆncia me´dia d entre os animais, obtida por [31]. Ou seja, ao implementar
o modelo, o paraˆmetro k e´ estimado, dividindo-se o nu´mero ma´ximo de indiv´ıduos que
cabem no domı´nio Ω (levando-se em conta a a´rea d2 que cada indiv´ıduo ocupa) pelo
nu´mero de ‘no´s” (coordenadas dos ve´rtices do elemento finito) do domı´nio discretizado.
















baixa média−baixa média−alta altanula
Figura 5.2: Func¸a˜o de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pela varia´vel lingu¨´ıstica popu-
lac¸a˜o (P).
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3. Fase da doenc¸a (FD): expressa o estado de sau´de do indiv´ıduo infectado.
De maneira geral, indiv´ıduos afetados por algum tipo de enfermidade apre-
sentam certa dificuldade de conduta, quando comparados com aqueles sadios. No caso
dos animais infectados pela febre aftosa, quando apresentam graus de debilidade f´ısica
devido a essa enfermidade, na˜o e´ diferente. Como visto no Cap´ıtulo 1, os sinais cl´ınicos
apresentados por um animal infectado pela febre aftosa sa˜o bastante severos. Entre esses
sinais, destacam-se a febre alta que deixa o animal fadigado e o surgimento de leso˜es na
mucosa oral, que impedem o animal de se alimentar, causando perda de peso. Aparecem
leso˜es tambe´m nos espac¸os interdigitais e bandas corona´rias das patas (cascos), causando
manqueira. Estas leso˜es sa˜o ves´ıculas que se desenvolvem na medida em que o v´ırus se
replica dentro de um grupo de ce´lulas epiteliais, causando sua ruptura e criando uma
grande “bolha” cheia de fluido dentro do epite´lio. Esse fluido vesicular conte´m quanti-
dades abundantes de part´ıculas virais, que tambe´m persistem nas ce´lulas vizinhas por 3
a 8 dias, diminuindo em nu´mero conforme os anticorpos sa˜o formados.
Os anticorpos contra o v´ırus da febre aftosa podem ser detectados apo´s 4 dias
de infecc¸a˜o, sendo que os t´ıtulos ma´ximos ocorrem entre 7 e 15 dias, havendo enta˜o um
decl´ınio progressivo da carga viral e, consequ¨entemente, das leso˜es causadas pela doenc¸a.
Paralelamente, ocorre o processo de cicatrizac¸a˜o das leso˜es e os animais convalescentes de
infecc¸a˜o natural se recuperam, apresentando imunidade por um per´ıodo de aproximada-
mente um ano.
Da Tabela 5.1, extra´ıda de [37], e da Figura 5.3, extra´ıda de [21], pode-se obser-
var, respectivamente, a evoluc¸a˜o dos sinais cl´ınicos com relac¸a˜o ao tempo de enfermidade
e a curva de evoluc¸a˜o teo´rica do v´ırus da febre aftosa em um indiv´ıduo, nos primeiros dias
apo´s a infecc¸a˜o.
A partir destas caracter´ısticas biolo´gicas da enfermidade, observa-se que quanto
maior a carga viral do animal infectado, mais severos sa˜o os sinais cl´ınicos causados pela
doenc¸a. Assim, considerando que estas caracter´ısticas biolo´gicas apresentam um forte
grau de incerteza, caracteriza-se a varia´vel fase da doenc¸a (FD) pelos conjuntos fuzzy
fase inicial, moderada leve, moderada, moderada aguda ou aguda.
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Tabela 5.1: Evoluc¸a˜o das leso˜es causadas pelo v´ırus da febre aftosa em bovinos a partir da infecc¸a˜o
(Mann e Sellers, 1990).
Leso˜es Per´ıodo
Ves´ıculas ı´ntegras na l´ıngua e/ou patas. 24− 48 h
Ves´ıculas rompidas parcialmente cobertas pelo epite´lio; u´lceras expostas. 2− 3 dias
Epite´lio necro´tico e caseoso; tecido de granulac¸a˜o evidente na l´ıngua ou 4− 5 dias
partes da boca
Perda de Epite´lio; processo de cicatrizac¸a˜o em evoluc¸a˜o na l´ıngua; sepa- 7+ dias












Período de coleta de materiais virulentos





Período de coleta de soro
15
Figura 5.3: Evoluc¸a˜o teo´rica da febre aftosa em um indiv´ıduo infectado (Ferna˜ndez e So¨ndahl, 1978).
No entanto, ao se modelar a varia´vel fase da doenc¸a, depara-se com a questa˜o:
como classificar a fase da doenc¸a de cada animal infectado em inicial, moderada leve,
moderada, moderada aguda ou aguda, sem medir a quantidade de t´ıtulo vireˆmico do
mesmo? A dificuldade ocorre pela indisponibilidade de dados nume´ricos a respeito da
carga viral de cada indiv´ıduo infectado. Pore´m, tem-se dispon´ıvel dados qualitativos
sobre a epidemia, supracitados na Tabela 5.1 e ilustrados na Figura 5.3, os quais da˜o a
ide´ia de que durante o per´ıodo em que o indiv´ıduo esta´ infectado, existem momentos de
maior replicac¸a˜o do v´ırus e, em consequ¨eˆncia, maior severidade dos sinais cl´ınicos. Assim,
estes sinais podem ser classificados conforme a “idade da doenc¸a”, ou seja, o tempo com
que o indiv´ıduo esta´ infectado. Com isso, pode-se contornar a questa˜o referida acima,
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fazendo-se a varia´vel “fase da doenc¸a” dependente do tempo em que o indiv´ıduo esta´
infectado. A fim de representar esta dependeˆncia, pode utilizar-se como ferramenta um
Sistema Baseado em Regras Fuzzy. Para isso, define-se uma varia´vel para determinar em
que per´ıodo da infecc¸a˜o o indiv´ıduo se encontra, denominada tempo de infecc¸a˜o, descrita
a seguir.
4. Tempo de infecc¸a˜o (τ): indica o per´ıodo da infecc¸a˜o em que o indiv´ıduo infectado
se encontra.
Esta varia´vel divide o tempo de aproximadamente 15 dias em que o indiv´ıduo
fica doente em pequenos intervalos, tornando poss´ıvel determinar os diversos momentos
em que podem ocorrer alterac¸o˜es dos sinais cl´ınicos dos animais infectados. Ou seja, com
relac¸a˜o aos sinais cl´ınicos, a doenc¸a pode ser classificada qualitativamente em diferentes
fases, dependendo do tempo de infecc¸a˜o. Por exemplo, no per´ıodo entre 5 e 6 dias de
infecc¸a˜o as leso˜es sa˜o bastantes severas, podendo-se dizer que a doenc¸a se apresenta numa
fase aguda.
Neste sentido, a varia´vel tempo de infecc¸a˜o (τ) e´ classificada pelos termos
lingu¨´ısticos tempo0 (τ0), tempo1 (τ1), tempo2 (τ2), tempo3 (τ3), ..., tempo14 (τ14) e
tempo15 (τ15). Suas func¸o˜es de pertineˆncia sa˜o as ilustradas na Figura 5.4. O eixo
horizontal varia entre 0 e 15 dias, tendo em vista que nesse intervalo de tempo ocorre a
recuperac¸a˜o dos indiv´ıduos infectados.
















τ0 τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9 τ11τ10 τ13τ12 τ14 τ15
Figura 5.4: Func¸a˜o de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pela varia´vel lingu¨´ıstica tempo de
infecc¸a˜o (τ).
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O ideal e´ que se tivesse uma expressa˜o anal´ıtica para FD = FD(τ). Como na˜o
e´ o caso, a opc¸a˜o por um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) pode desempenhar
bem esse papel, como demonstrado a seguir.
5.1.2 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy para a varia´vel “fase
da doenc¸a”
Como visto na sec¸a˜o 2.2.7, um SBRF compreende quatro componentes princi-
pais: um codificador, que representa as varia´veis de entrada e sa´ıda em conjuntos fuzzy;
um me´todo de infereˆncia; uma base de conhecimentos e um decodificador, que transforma
a sa´ıda em um valor nume´rico. O SBRF aqui utilizado para modelar a varia´vel qualitativa












Figura 5.5: Estrutura dos sistemas baseados em regras fuzzy constru´ıdo para modelar a varia´vel fase
da doenc¸a (FD).
A varia´vel de entrada utilizada na modelagem fuzzy para determinar a “fase
da doenc¸a” e´ a varia´vel “tempo de infecc¸a˜o” definida na sec¸a˜o anterior, com suas func¸o˜es
de pertineˆncia ilustradas na Figura 5.4. Por conseguinte, com o propo´sito de obter para
a varia´vel “fase da doenc¸a” uma forma gra´fica aproximada da forma que representa a
evoluc¸a˜o do v´ırus da febre aftosa, ilustrada na Figura 5.3, construiu-se as func¸o˜es de
pertineˆncia de cada conjunto fuzzy como nu´mero fuzzy da forma triangular e trapezoidal,
conforme ilustrac¸a˜o na Figura 5.6. Como essa e´ uma varia´vel qualitativa, optou-se por
escolher uma escala de 0 a 1 para indicar as fases da doenc¸a (inicial, moderada leve,
96
moderada, moderada aguda e aguda). Quanto mais pro´ximo de zero, tem-se as fases em
que os sintomas cl´ınicos sa˜o mais leves e quanto mais pro´ximo de 1, tem-se as fases em
que os sintomas cl´ınicos sa˜o mais severos.
















inicial moderada agudamoderada leve moderada aguda
Figura 5.6: Func¸a˜o de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pela varia´vel lingu¨´ıstica fase da doenc¸a
(FD).
Como ja´ dito, na˜o se tem dispon´ıvel a func¸a˜o matema´tica que modela a varia´vel
“fase da doenc¸a” (FD = FD(τ)), principalmente porque ela deve representar, no modelo,
uma grande carga de informac¸o˜es f´ısicas e biolo´gicas com caracter´ısticas intrinsecamente
incertas. No entanto, o conjunto de regras fuzzy pode desempenhar bem o papel da
func¸a˜o matema´tica, isto porque ha´ intuitivamente a ide´ia de que as regras se aproximam
de func¸o˜es em uma iterac¸a˜o ideal de informac¸o˜es. Isto e´, sistemas fuzzy baseados em
conjuntos de regras lingu¨´ısticas “cobrem” a curva que sera´ candidata a ser a func¸a˜o que
modela o problema em ma˜os e se aproximam bem desta, [4, 19].
Normalmente, a base de regras e´ constru´ıda com o aux´ılio de especialistas.
Nesse caso, a base de regras foi elaborada tendo em vista as informac¸o˜es biolo´gicas contidas
na Tabela 5.1 e no gra´fico da evoluc¸a˜o do v´ırus ilustrado na Figura 5.3. Assim, fazendo-
se a associac¸a˜o entre os termos subjetivos das varia´veis “tempo de infecc¸a˜o” e “fase da
doenc¸a”, estabelece-se a base de regras, conforme Quadro 5.1.
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1. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo0 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ inicial.
2. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo1 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ inicial.
3. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo2 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ inicial.
4. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo3 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada leve.
5. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo4 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada.
6. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo5 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ aguda.
7. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo6 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ aguda.
8. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo7 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ aguda.
9. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo8 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada aguda.
10. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo9 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada.
11. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo10 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada leve.
12. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo11 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada leve.
13. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo12 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada leve.
14. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo13 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada leve.
15. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo14 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada leve.
16. Se tempo de infecc¸a˜o τ = tempo15 enta˜o fase da doenc¸a FD e´ moderada leve.
Quadro 5.1: Base de regras para a varia´vel fase da doenc¸a (FD).
A varia´vel fase da doenc¸a (FD) foi inferida, a partir das regras estabelecidas,
por meio do me´todo de infereˆncia de Mamdani que, como visto na Sec¸a˜o 2.2.7, associa
a t-norma min para o conectivo lo´gico “e” e a t-conorma max para o conectivo “ou”. A
resposta cla´ssica (na˜o fuzzy) e´ obtida atrave´s da defuzzificac¸a˜o, utilizando-se o Me´todo do
Centro de Massa, que e´ o me´todo mais utilizado. A Figura 5.7 apresenta a curva obtida
pelo mapeamento realizado pelo modelo fuzzy, mais especificamente pelo SBRF.
Ao observar a curva que descreve a varia´vel FD, obtida pelo SBRF e ilustrada
na Figura 5.7, pode-se intuir que existe uma aproximac¸a˜o dessa com a curva que representa
a evoluc¸a˜o teo´rica da febre aftosa em um indiv´ıduo infectado, conforme a Figura 5.3. O
resultado obtido foi satisfato´rio, com caracter´ısticas bastante semelhantes entre ambas.
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Figura 5.7: Curva obtida pelo mapeamento do modelo fuzzy para a varia´vel FD.
E´ sabido que para comparar duas curvas, deve-se conheceˆ-las em todos os
pontos, e aqui esta´ se supondo que a func¸a˜o que representa a curva (5.3) na˜o e´ conhecida.
Todavia, [19] mostra que e´ poss´ıvel aproximar uma curva conhecendo apenas algumas de
suas caracter´ısticas. Basta que, para isto, se consiga transformar o conhecimento que se
tem sobre ela no maior nu´mero de regras poss´ıvel.
A autora de [19] observa ainda, em teorema descrito, que aumentando o nu´mero
de regras da base de regras, a aproximac¸a˜o passa a ser mais eficaz. No contexto desse
trabalho, aumentar o nu´mero de regras para melhorar ainda mais a aproximac¸a˜o das
duas curvas geraria o contexto ideal. Pore´m, o SBRF modelado para estimar o paraˆmetro
de difusa˜o dos infectados (DI) poderia se tornar impratica´vel. Isso porque ocorreria
tambe´m um aumento excessivo das regras da base de regras desse sistema. Sendo assim,
considerando a aproximac¸a˜o entre as curvas suficientemente satisfato´ria, conclui-se que o
SBRF proposto demonstrou possuir boa capacidade para determinar a “fase da doenc¸a”
(FD) dos indiv´ıduos infectados, com base em caracter´ısticas de evoluc¸a˜o do v´ırus e das
alterac¸o˜es dos sinais cl´ınicos dos animais infectados.
Finalmente, tendo definidas as varia´veis caracter´ısticas ambientais (C), popula-
c¸a˜o (P) e fase da doenc¸a (FD), as quais sa˜o descritas em termos lingu¨´ısticos, a modelagem
dos coeficientes de difusa˜o DS e DI sera´ embasada na teoria dos conjuntos fuzzy atrave´s
da construc¸a˜o de Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF). Esse conjunto de ac¸o˜es
possibilitara´, assim, estabelecer a relac¸a˜o de dependeˆncia dos coeficientes de difusa˜o com
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as condic¸o˜es de transitabilidade no espac¸o f´ısico onde o animal esta´ situado e com as
condic¸o˜es f´ısicas desse animal afetado pela doenc¸a.
5.1.3 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy para os coeficientes
de difusa˜o
Foi visto na sec¸a˜o anterior que as partes fundamentais na modelagem obtidas
por meio de um SBRF sa˜o: os termos lingu¨´ısticos que definem subjetivamente os estados
das varia´veis de entrada e sa´ıda; uma base de regras em que esta˜o incorporadas as in-
formac¸o˜es do fenoˆmeno modelado, quanto mais precisas forem estas informac¸o˜es, melhor
determinados sera˜o os estados assumidos pelas varia´veis de entrada e sa´ıda, descrevendo
com mais detalhes o fenoˆmeno; um me´todo de infereˆncia e um defuzzificador.
Um aspecto importante, a ser relembrado antes de definir os SBRF que modela-
ra˜o DS e DI , diz respeito a` debilidade f´ısica enfrentada pelos animais acometidos pela febre
aftosa. A debilidade f´ısica e´ uma consequeˆncia da severidade dos sinais cl´ınicos oriundos
da doenc¸a. Essa caracter´ıstica que afeta os animais infectados interfere drasticamente na
sua eficieˆncia de mobilidade, definindo dessa forma um importante diferencial entre os
infectados e os suscet´ıveis em relac¸a˜o a` dispersa˜o espacial. Como ja´ referido nessa tese,
este aspecto justifica a necessidade de inserir a varia´vel “fase da doenc¸a” (FD) como
varia´vel de entrada do SBRF DI = DI(C,P ,FD), diferindo-o do SBRF DS = DS(C,P).
As Figuras 5.8 e 5.9 ilustram os respectivos esquemas dos SBRF aqui utilizados para



























Figura 5.9: Estrutura do SBRF constru´ıdo para estimar o coeficiente de difusa˜o DI .
As varia´veis de entrada de cada controlador – caracter´ısticas ambientais, po-
pulac¸a˜o e fase da doenc¸a – foram consideradas na sec¸a˜o 5.1.1 como varia´veis lingu¨´ısticas,
e seus valores como conjuntos fuzzy em seus respectivos domı´nios.
As varia´veis de sa´ıda de cada SBRF – coeficiente de difusa˜o dos suscet´ıveis
(DS) e coeficiente de difusa˜o dos infectados (DI) – teˆm seus valores como conjuntos fuzzy
dados pelos termos lingu¨´ısticos: nulo, muito baixo, baixo, alto e muito alto. A Figura 5.10
apresenta, simultaneamente, a representac¸a˜o gra´fica das varia´veis de sa´ıda DS e DI .
















muito−baixo baixo alto muito−alto
nulo
médio
Figura 5.10: Func¸a˜o de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pelas varia´veis lingu¨´ısticas coefi-
cientes de difusa˜o dos suscet´ıveis e infectados.
Para estimar o coeficiente de difusa˜o dos suscet´ıveis, estabeleceu-se a base de
regras ilustrada na Tabela 5.2, e para precisar o coeficiente de difusa˜o dos infectados,
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estabeleceu-se a base de regras composta por 72 regras, das quais parte delas sa˜o desta-
cadas na Tabela 5.3. E´ na definic¸a˜o da base de regras que as informac¸o˜es do fenoˆmeno
em estudo sa˜o utilizadas. Para cada estado definido pelos termos lingu¨´ısticos da varia´vel
de entrada, e´ definida uma regra. Sendo assim, quanto mais termos lingu¨´ısticos, mais
informac¸o˜es sa˜o incorporadas na modelagem.
Tabela 5.2: Base de regras para o coeficiente de difusa˜o dos suscet´ıveis DS .
Populac¸a˜o
Caracter´ısticas
nula baixa me´dia baixa me´dia alta alta
ambientais
favora´vel nulo muito baixo muito baixo baixo me´dio
mediano nulo muito baixo baixo me´dio alto
desfavora´vel nulo baixo me´dio alto muito alto
Tabela 5.3: Exemplos de regras da base de regras para o coeficiente de difusa˜o dos infectados DI .
Varia´veis de entrada Varia´vel de sa´ıda
Regra Caracter´ısticas Populac¸a˜o Fase da Coeficiente de
ambientais doenc¸a difusa˜o DI
15 desfavora´vel me´dia baixa aguda muito baixo
43 mediano me´dia alta moderada me´dio
71 favora´vel alta inicial me´dio
75 favora´vel alta aguda baixo
O me´todo de infereˆncia e´ o mecanismo pelo qual as informac¸o˜es subjetivas
definidas pela base de regras sa˜o avaliadas matematicamente. E´ neste esta´gio que, para
cada valor assumido pelas varia´veis de entrada, o valor das varia´veis de sa´ıda e´ determi-
nado de acordo com a base de regras. O me´todo de infereˆncia utilizado e´ o Me´todo de
Mamdani. A defuzzificac¸a˜o e´ feita por meio do Me´todo do Centro de Massa. O papel do
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defuzzificador e´ converter cada conclusa˜o obtida pelo me´todo de infereˆncia em um nu´mero
real que melhor representa a ac¸a˜o a ser tomada.
A Figura 5.11 ilustra a relac¸a˜o existente entre as caracter´ısticas ambientais e a
populac¸a˜o de bovinos para o coeficiente de difusa˜o dos suscet´ıveis. Essa relac¸a˜o depende































Figura 5.11: Representac¸a˜o gra´fica do coeficiente de difusa˜o dos suscet´ıveis (DS).
Tendo em vista a dificuldade em obter a representac¸a˜o gra´fica do coeficiente
DI = DI(C,P ,FD), por ser dependente de treˆs varia´veis, ressalta-se que ao considerar
FD constante, tem-se a mesma representac¸a˜o gra´fica obtida por DS = DS(C,P). No
entanto, assumindo P constante, obte´m-se a representac¸a˜o ilustrada pela Figura 5.12(a)
e ao considerar C constante, tem-se a ilustrac¸a˜o gra´fica conforme Figura 5.12(b).
Outro paraˆmetro de grande importaˆncia para o modelo aqui proposto e´ aquele
que esta´ relacionado com a infecc¸a˜o de indiv´ıduos por “contato indireto”. Na sec¸a˜o 4.1.1,
a taxa de transmissa˜o da infecc¸a˜o foi definida da forma β = β1 + β2θ(CP , EP), onde o
paraˆmetro θ = θ(CP, EP) objetiva representar a influeˆncia exercida por diversos fatores
que agregam incertezas (atividades econoˆmicas, sociais e ambientais) na transmissa˜o da
doenc¸a. Assim, sera´ exposto na pro´xima sec¸a˜o um modelo fuzzy para o paraˆmetro θ.
103
Figura 5.12: Representac¸a˜o gra´fica de DI = DI(C,FD) em (a) e de DI = DI(P,FD) em (b).
5.2 Modelo fuzzy para o paraˆmetro θ
A transmissa˜o de infecc¸o˜es depende fundamentalmente do meio socioeconoˆmi-
co e ambiental. Mesmo que de forma impl´ıcita, ela depende de fatores que nem sempre sa˜o
inerentes ao agente infeccioso ou ao hospedeiro, mas aos vetores transmissores e a` forma
de agregac¸a˜o social, principalmente em se tratando de doenc¸as transmiss´ıveis tambe´m por
contato indireto.
No caso da febre aftosa, a transic¸a˜o de animais da classe de suscet´ıveis para
infectados pode ocorrer independentemente da existeˆncia de contato direto entre eles.
Existe a possibilidade de ocorrer a transmissa˜o da doenc¸a tambe´m por contato indireto,
ou seja, pelo contato do animal suscet´ıvel com pessoas, objetos, animais silvestres, a´gua
ou o pro´prio ambiente, quando contaminados com o v´ırus, tendo em vista que esse e´
altamente resistente no meio ambiente e pode ser transportado, de forma involunta´ria, de
um local para outro da fazenda por meio destes vetores transmissores.
No Cap´ıtulo 8.2, fez-se infereˆncia sobre a necessidade de incorporar a` forc¸a de
infecc¸a˜o (λ) as incertezas e impreciso˜es relacionadas a esses fatores socioeconoˆmicos e am-
bientais, os quais sa˜o fortemente influencia´veis na taxa de transmissa˜o da epidemia (β), em
se tratando, principalmente, da forma de transmissa˜o indireta. Fez-se, tambe´m, menc¸a˜o
ao fato de que as incertezas podem ser representadas por meio de varia´veis lingu¨´ısticas,
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tornando poss´ıvel agrega´-las a` forc¸a de infecc¸a˜o, construindo-se um SBRF, considerado
uma das ferramentas mais eficientes para tratar dessas incertezas. Face a isso, foram
definidas, ainda na Sec¸a˜o 5.1.1, as varia´veis lingu¨´ısticas “conduta pessoal” (CP) e “estru-
tura de produc¸a˜o” (EP), as quais visam traduzir, de forma impl´ıcita, a influeˆncia que a
qualificac¸a˜o pessoal e a heterogenia dos animais (se destinados a` produc¸a˜o de leite, carne,
etc) exercem na transmissa˜o da doenc¸a, seja de forma direta no encontro entre suscet´ıveis
e infectados, como de forma indireta, no encontro entre suscet´ıveis e o v´ırus depositado
no meio ambiente pelos infectados. Assim, para lidar com as incertezas mensuradas pelas












Figura 5.13: Estrutura do Sistema Baseado em Regras Fuzzy constru´ıdo para estimar θ.
O paraˆmetro θ, modelado pelo SBRF acima, tem como objetivo captar as
incertezas inerentes aos aspectos socioeconoˆmicos e ambientais que, de forma impl´ıcita,
exercem grande influeˆncia na transmissa˜o da febre aftosa em bovinos. Isto porque θ e´
responsa´vel por agregar a` taxa β = β1 + β2θ(CP , EP) de transmissa˜o da doenc¸a a forma
de transmissa˜o tambe´m por contato indireto. Nesse sentido, a forc¸a de infecc¸a˜o e´ capaz de
incorporar ao modelo esses fatores incertos, responsa´veis pelos “encontros bem-sucedidos”
entre suscet´ıveis e o v´ırus propagados pelo infectado, ja´ que ela e´ dependente de β, ou
seja, λ = βI.
Para definir os termos lingu¨´ısticos da varia´vel de entrada estrutura de produc¸a˜o
(EP), toma-se como base os tipos de atividades econoˆmicas na bovinocultura, que des-
crevem as formas de organizac¸a˜o da produc¸a˜o bovina (pecua´ria de subsisteˆncia, produc¸a˜o
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de leite, produc¸a˜o de carne e pecua´ria extrativa), definidas por [41] a partir de autores
como [43]. Os estabelecimentos caracterizados pela pecua´ria de subsisteˆncia teˆm produ-
tividade e comercializac¸a˜o de animais muito baixa, quase insignificante; os caracterizados
pela produc¸a˜o de leite apresentam rebanhos pequenos ou me´dios com comercializac¸a˜o
baixa, sendo o maior movimento com transporte de leite; os caracterizados pela pecua´ria
extrativa teˆm grandes rebanhos com alta movimentac¸a˜o de animais e os caracterizados
pela transformac¸a˜o para carne apresentam produtividade e comercializac¸a˜o intensa supe-
rior aos anteriores. Assim, com intuito de mensurar a varia´vel EP atribui-se os termos
lingu¨´ısticos muito baixa, baixa, alta e muito alta.
O surgimento, a manutenc¸a˜o e a propagac¸a˜o da febre aftosa podem ser con-
siderados como o resultado, muitas vezes inesperado, das atividades transformadoras do
homem, principalmente com as ligadas a` educac¸a˜o sanita´ria. Esta enfermidade esta´ as-
sociada principalmente a` falta de informac¸a˜o dos proprieta´rios frente a` necessidade do
desenvolvimento de estrate´gias, abrangentes e de utilizac¸a˜o cont´ınua, visando evitar ou mi-
nimizar os riscos de contaminac¸a˜o dos animais sadios. Entre estas estrate´gias, destacam-se
as relacionadas a`s condic¸o˜es higieˆnico-sanita´rias e educacionais do estabelecimento, como:
instruir e orientar as pessoas envolvidas com os animais de forma a estarem sensibilizadas
e conscientes de que sa˜o parte importante no processo de controle da enfermidade; re-
duzir o nu´mero de agentes patogeˆnicos potenciais e minimizar a poluic¸a˜o ambiental por
meio da pra´tica de higienizac¸a˜o e desinfecc¸a˜o de ferramentas e equipamentos de trabalho,
esta´bulos, mangueiras e galpo˜es, manejo de dejetos, coleta e destino adequado de lixo,
controle de insetos e roedores; manter a vigilaˆncia sanita´ria com a observac¸a˜o cont´ınua
do estado de sau´de dos animais na propriedade, em suas movimentac¸o˜es (entrada, sa´ıda
e traˆnsito), e quando das concentrac¸o˜es dos mesmos (exposic¸o˜es, feiras, torneios, rodeios,
leilo˜es e outros).
As incertezas inerentes a essas ac¸o˜es humanas, fortemente influencia´veis na
propagac¸a˜o da epidemia, sa˜o incorporadas ao modelo pela varia´vel lingu¨´ıstica “conduta
pessoal” (CP). Para isso, a varia´vel e´ representada pelos termos lingu¨´ısticos totalmente
insatisfato´ria, insatisfato´ria, frequ¨entemente insatisfato´ria, regular, frequ¨entemente satis-
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fato´ria, satisfato´ria e totalmente satisfato´ria, capazes de traduzir as incertezas que en-
volvem as ac¸o˜es de prevenc¸a˜o, monitoramento e controle da doenc¸a. Estes sa˜o modelados
por func¸o˜es de pertineˆncia, em que o domı´nio de cada uma delas e´ representado por um
intervalo de reta [a, b] ⊂ [0, 1]. As func¸o˜es de pertineˆncia de ambas as varia´veis esta˜o
ilustradas na Figura 5.14.
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Figura 5.14: Func¸o˜es de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pelas varia´veis lingu¨´ısticas estrutura
de produc¸a˜o e conduta pessoal.
A varia´vel de sa´ıda θ e´ classificada qualitativamente pelos termos lingu¨´ısticos:
nulo, muito baixo, baixo, me´dio, alto, muito alto e ma´ximo, os quais esta˜o ilustrados pelas
func¸o˜es de pertineˆncia da Figura 5.15.

















muito baixo baixo médio alto muitoaltonulo máximo
Figura 5.15: Func¸a˜o de pertineˆncia aos conjuntos fuzzy assumidos pela varia´vel lingu¨´ıstica θ.
Da combinac¸a˜o dos conjuntos fuzzy CP = {totalmente insatisfato´ria, insatis-
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fato´ria, frequ¨entemente insatisfato´ria, regular, frequ¨entemente satisfato´ria, satisfato´ria,
totalmente satisfato´ria} e EP = {muito baixa, baixa, alta, muito alta}, estabelece-se a
base de regras lingu¨´ısticas ilustrada na Tabela 5.4, para estimar a varia´vel θ.
Tabela 5.4: Base de regras para a varia´vel θ.
Estrutura de produc¸a˜o
Conduta Pessoal
muito baixa baixa alta muito alta
tot. insatisfato´ria ma´ximo ma´ximo ma´ximo ma´ximo
insatisfato´ria alto alto muito alto muito alto
freq. insatisfato´ria me´dio alto alto muito alto
regular baixo me´dio me´dio alto
freq. satisfato´ria muito baixo baixo baixo me´dio
satisfato´ria muito baixo muito baixo muito baixo baixo
tot. satisfato´ria nulo nulo nulo nulo
Usando o me´todo de infereˆncia de Mamdani e o Centro de Massa como defuzzi-




















Figura 5.16: Representac¸a˜o gra´fica do paraˆmetro θ.
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Pelo gra´fico observa-se a grande influeˆncia que a conduta pessoal exerce no
crescimento do paraˆmetro θ, em qualquer tipo de atividade econoˆmica, θ cresce rapi-
damente, a` medida que diminui a qualificac¸a˜o, a conscientizac¸a˜o e esclarecimento das
pessoas no exerc´ıcio das atividades com os animais, para enfrentar o desafio no controle
da disseminac¸a˜o da doenc¸a.
Finalmente, com o modelo fuzzy aqui proposto para estimar o paraˆmetro θ,
tem-se a possibilidade de incorporar a` taxa β de transmissa˜o da doenc¸a a forma de
transmissa˜o tambe´m por contato indireto, fazendo β = β1 + β2θ(CP , EP).
Com os modelos fuzzy propostos para estimar os paraˆmetros que carregam
incertezas, sera´ realizada no pro´ximo cap´ıtulo a implementac¸a˜o computacional do modelo
(4.1), com o objetivo de estudar a evoluc¸a˜o da febre aftosa em bovinos em uma fazenda.
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Cap´ıtulo 6
Acoplamento dos modelos de EDP,
fuzzy e probabil´ısticos
Ao se realizar o acoplamento dos modelos de EDP e fuzzy na implementac¸a˜o
computacional, depara-se com a existeˆncia de incertezas provenientes tambe´m da classe
de variabilidade. Essas incertezas surgem ao realizar a leitura das varia´veis lingu¨´ısticas
C, EP , CP e τ , quando postos em ac¸a˜o os SBRFs FD = FD(τ), DS = DS(C,P),
DI = DI(C,P ,FD) e θ = θ(CP , EP), isso porque sa˜o varia´veis lingu¨´ısticas descritas por
termos qualitativos.
Diante dessa situac¸a˜o, propo˜e-se modelos probabil´ısticos para fazer a leitura
atualizada das varia´veis de entrada “tempo de infecc¸a˜o” (τ) e “caracter´ısticas ambientais”
(C), definidas na sec¸a˜o 5.1.1 e, “forma de produc¸a˜o” (EP) e “conduta pessoal” (CP)
definidas na sec¸a˜o 5.2. A partir dos modelos probabil´ısticos sera˜o postos em ac¸a˜o os
SBRFs para estimar os paraˆmetros incertos do modelo de EDP (4.1) e, finalmente, realizar
a implementac¸a˜o computacional por meio do acoplamento dos modelos de EDP, fuzzy e
probabil´ısticos.
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6.1 As varia´veis lingu¨´ısticas τ , C, EP e CP sob uma
o´ptica probabil´ıstica
Como ja´ reportado, essas varia´veis apresentam, ale´m da incerteza proveniente
da classe de “conhecimento parcial”, tratada pela lo´gica fuzzy, a incerteza de variabilidade
(ver sec¸a˜o 2.1). A primeira esta´ presente na definic¸a˜o do “evento”, como C =“mediano”,
e a segunda na chance de ocorreˆncia de “seus elementos”. Ou seja, cada termo (ou
evento fuzzy) tem fronteira na˜o clara. Por outro lado, “seus elementos” (suporte) na˜o sa˜o
equ¨iprova´veis segundo uma distribuic¸a˜o aleato´ria. Esse tipo de incerteza, como ja´ referido
na sec¸a˜o 2.1, pode ser tratada pela Teoria da Probabilidade, que e´ uma ferramenta bem
desenvolvida e consolidada para tal.
Para melhor situar a existeˆncia dos dois tipos de incertezas presentes nas
varia´veis, toma-se como exemplo a varia´vel lingu¨´ıstica caracter´ısticas ambientais (C). Os
coeficientes de difusa˜o DS e DI variam em cada elemento da malha a cada iterac¸a˜o de
tempo t ∈ [0, T ]. Pore´m, considera-se a varia´vel C constante em relac¸a˜o ao tempo, da´ı
sua leitura e´ feita em cada elemento da malha uma u´nica vez. E´ conhecida, a partir da
5a coluna da matriz malha (ver sec¸a˜o 6.2), a subregia˜o do domı´nio Ω ao qual o elemento
pertence, o que permite saber a qualificac¸a˜o da varia´vel C no conjunto fuzzy desfavora´vel,
mediano ou favora´vel. No entanto, e´ necessa´rio alimentar a entrada do SBRF com um
valor pertencente ao domı´nio da func¸a˜o de pertineˆncia do conjunto fuzzy ao qual o ele-
mento pertence. O domı´nio e´ o intervalo [0, 1]. Os valores mais pro´ximos de zero cor-
respondem ao conjunto fuzzy desfavora´vel; valores intermedia´rios pertencem ao conjunto
fuzzy mediano e valores mais pro´ximos de um correspondem ao conjunto fuzzy favora´vel
(ver Figura 5.1). Neste caso, tem-se um problema, pois o domı´nio de cada func¸a˜o de
pertineˆncia e´ definido por um intervalo de reta, ou seja, e´ preciso saber qual e´ o valor
pertencente a` reta suporte da func¸a˜o de pertineˆncia, correspondente ao conjunto fuzzy ao
qual o elemento pertence. No entanto, este valor na˜o e´ conhecido a priori.
Aqui a incerteza fuzzy esta´ presente na definic¸a˜o do evento (conjunto fuzzy).
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E para dar entrada ao SBRF, e´ necessa´rio considerar a chance dos “elementos” (suporte
do conjunto fuzzy) desse evento ocorrer, caracterizando uma incerteza de variabilidade
(probabil´ıstica). A Figura 6.1 traz a ilustrac¸a˜o de um evento fuzzy e seus “elementos”, os
















Figura 6.1: Esquema ilustrativo de um evento fuzzy e seus “elementos”, os quais envolvem, respec-
tivamente, incertezas fuzzy e probabil´ısticas da varia´vel lingu¨´ıstica “caracter´ısticas ambientais” do SBRF
modelado para estimar os coeficientes de difusa˜o DS e DI .
Para as demais varia´veis lingu¨´ısticas EP , CP e τ deparou-se com problemas
semelhantes: em cada varia´vel existe a incerteza fuzzy presente na definic¸a˜o do evento
(na˜o possuem fronteira bem definida), e a incerteza probabil´ıstica presente ao calcular
a chance de ocorreˆncia de “seus elementos” ou dos pro´prios eventos, que podem na˜o
ser equ¨iprova´veis segundo uma distribuic¸a˜o aleato´ria. Essas situac¸o˜es, origina´rias da
natureza e que envolvem incertezas de variabilidade, sa˜o denominadas de fenoˆmenos ou
experimentos aleato´rios. Nesse sentido, uma soluc¸a˜o alternativa para contornar o pro-
blema detectado e´ expressar o grau de incerteza desses valores de entrada em termos de
probabilidades.
Na maioria das vezes, as observac¸o˜es ou experieˆncias podem ser planejadas e
analisadas com mais precisa˜o quando utilizado algum me´todo estoca´stico. Mesmo man-
tendo as condic¸o˜es experimentais mais constantes poss´ıveis, a repetic¸a˜o de uma observac¸a˜o
ou experieˆncia dificilmente resulta em valores iguais, ocorrendo variac¸o˜es. No entanto,
e´ poss´ıvel obter uma boa aproximac¸a˜o do valor esperado a` medida que o nu´mero de
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repetic¸o˜es (simulac¸o˜es) tende ao infinito.
Nesse sentido, uma vez detectadas caracter´ısticas de incerteza de variabilidade,
aplica-se um modelo estoca´stico para cada varia´vel incerta (que tem um intervalo de va-
lores poss´ıveis), ou seja, para os valores pertencentes a` reta suporte de cada func¸a˜o de
pertineˆncia, de modo a permitir inferir, com o grau de confiabilidade desejado, qual o
valor de entrada pertencente a esses intervalos que ira˜o alimentar os SBRFs propostos
para modelar a varia´vel lingu¨´ıstica FD e os paraˆmetros DS, DI e θ.
Para qualquer simulac¸a˜o computacional de um sistema f´ısico que envolve aleato-
riedade, deve ser inclu´ıdo um me´todo para gerac¸a˜o de sequ¨eˆncias de nu´meros aleato´rios.
Um destes me´todos amplamente utilizado em procedimentos de selec¸a˜o amostral (para
gerar aleatoriamente valores para varia´veis incertas) e´ a simulac¸a˜o de Monte Carlo.
“Monte Carlo” foi o codinome de um projeto secreto relacionado ao desenho
e ao projeto de armas atoˆmicas desenvolvido pelo Matema´tico John Von Neumann, [55].
O me´todo existe desde o se´culo XIX, mas sua primeira aplicac¸a˜o real surgiu na Segunda
Guerra Mundial, quando a construc¸a˜o das armas nucleares exigiu complexas simulac¸o˜es
sobre a difusa˜o de neutrons. A partir da´ı, ele tem sido usado nos mais diversos campos
do conhecimento, como na F´ısica, Matema´tica e Biologia, desde a simulac¸a˜o do compor-
tamento de part´ıculas subatoˆmicas ate´ a ana´lise de risco nas bolsas de valores. O conceito
ba´sico do me´todo e´ a aleatoriedade. Eles podem reproduzir, por exemplo, a natureza
aleato´ria da interac¸a˜o de a´tomos e mole´culas, aproximando-se do fenoˆmeno, pois na na-
tureza, as part´ıculas evidentemente na˜o teˆm “vontade pro´pria” e seu comportamento,
dentro de situac¸o˜es limitadas, pode ser descrito por leis probabil´ısticas, assim como na
simulac¸a˜o de Monte Carlo.
Este me´todo envolve uma te´cnica tradicional para gerar, randomicamente,
valores para varia´veis incertas centenas ou milhares de vezes, de modo a simular um
modelo. Assim, no contexto dessa tese, o me´todo consiste basicamente em gerar sucessivas
amostras de valores aleato´rios, de acordo com uma distribuic¸a˜o de probabilidade. Com
isso, ao selecionar aleatoriamente valores de forma independente, o Me´todo de Monte
Carlo ira´ contribuir para uma visa˜o tambe´m probabil´ıstica das varia´veis de entrada fuzzy
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para os SBRFs modelados no Cap´ıtulo 5.
Os modelos estoca´sticos para resolver os problemas relacionados a` existeˆncia
de incertezas probabil´ısticas junto a`s varia´veis lingu¨´ısticas τ , C, EP e CP sera˜o propostos
nas subsec¸o˜es seguintes.
6.1.1 Modelo probabil´ıstico para a varia´vel lingu¨´ıstica τ
A varia´vel lingu¨´ıstica tempo de infecc¸a˜o (τ) foi definida na sec¸a˜o 5.1.1 com base
em informac¸o˜es biolo´gicas da febre aftosa, para determinar em que per´ıodo da infecc¸a˜o o
indiv´ıduo se encontra. Portanto, a varia´vel e´ definida para indiv´ıduos. Ela subdivide o
per´ıodo de 15 dias em que o animal fica convalescente em pequenos intervalos de tempo
qualificados pelos termos lingu¨´ısticos: tempo0, tempo1, [...], tempo15 (ver Figura 5.4).
A rigor, esta varia´vel e´ definida para cada indiv´ıduo infectado durante todo o per´ıodo
em que esta´ doente. Esse fato nos obrigaria a propor um modelo matema´tico para cada
indiv´ıduo, o que na˜o se aplica a este caso. Desta forma, depara-se com um problema,
tendo em vista que no modelo proposto (4.1), a varia´vel de estado I indica a populac¸a˜o de
infectados. Assim, a leitura da varia´vel tempo de infecc¸a˜o deve ser feita para a populac¸a˜o
I e na˜o para um indiv´ıduo pertencente a esta populac¸a˜o.
Para contornar este problema, propo˜e-se aqui uma extensa˜o a` varia´vel τ para
a populac¸a˜o de infectados I, ou seja, τ passa a representar o “tempo de infecc¸a˜o da
populac¸a˜o”, cujos elementos tenham sinais cl´ınicos semelhantes.
Na varia´vel τ , assim como em C, EP e CP , tem-se a n´ıtida caracter´ıstica de
incertezas de natureza fuzzy e probabil´ısticas. Aqui a incerteza fuzzy esta´ presente na
definic¸a˜o do evento, como τ = “tempo05”, e a incerteza probabil´ıstica esta´ presente na
chance de ocorreˆncia desse evento. Ou seja, os “eventos” na˜o sa˜o equ¨iprova´veis segundo
uma distribuic¸a˜o aleato´ria.
Sendo assim, considerando o experimento “tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o”,
a chance de ocorreˆncia de um dos eventos deste esta´ intrinsecamente associada a` pro-
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babilidade de que tal evento ocorra. Isto remete a` ide´ia de que o tempo de infecc¸a˜o
da populac¸a˜o (τ) pode ser definido como uma varia´vel aleato´ria. A Figura 6.2 ilustra
o SBRF para modelar a varia´vel FD, destacando o experimento “tempo de infecc¸a˜o da
populac¸a˜o” e seus eventos “tempo0, tempo1, [...], tempo15”, os quais envolvem incertezas











































Tempo de infecção da população
Figura 6.2: Esquema ilustrativo de um experimento fuzzy e seus eventos, os quais envolvem, res-
pectivamente, incertezas fuzzy e probabil´ısticas da varia´vel lingu¨´ıstica “tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o”
do SBRF modelado para a varia´vel lingu¨´ıstica “fase da doenc¸a”.
Levando-se em conta o fato relevante de que o tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o
(τ) e´ limitado pelo intervalo [0, 15], optou-se por uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabili-
dade espec´ıfica que e´ usada extensivamente na ana´lise de dados de vida: a distribuic¸a˜o
Weibull truncada, [53].
A distribuic¸a˜o Weibull, nomeada em 1939 pelo seu criador, o f´ısico sueco Ernest
Hjalmar Wallodi Weibull, e´ uma distribuic¸a˜o de probabilidade cont´ınua e limitada, muito
versa´til para aplicac¸o˜es pra´ticas e elimina os inconvenientes que outras distribuic¸o˜es po-
dem provocar, dado que nunca ocorrem valores negativos para os tempos de vida. E´
uma generalizac¸a˜o da distribuic¸a˜o exponencial usada em estudos de tempo de vida de
equipamentos, ana´lise de sobreviveˆncia e em outras a´reas, devido a` sua versatilidade e
simplicidade, [53].
Uma varia´vel aleato´ria tem distribuic¸a˜o Weibull com paraˆmetros α > 0 e η > 0
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, v ≥ 0
0, caso contra´rio
(6.1)
onde α > 0 e´ o paraˆmetro de forma, conhecido tambe´m como inclinac¸a˜o da distribuic¸a˜o
Weibull, e η > 0 e´ o paraˆmetro de escala da distribuic¸a˜o, e controla as dimenso˜es que a
curva assume.







com relac¸a˜o a` v obte´m-se f(v). Da´ı
conclui-se que a func¸a˜o de distribuic¸a˜o e´ representada por








O valor esperado do “tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o” (τ), pela distribuic¸a˜o











vy−1exp{−v}dv representando a func¸a˜o gama.
A taxa de falha de um sistema cujo tempo de vida tem func¸a˜o de distribuic¸a˜o
F (t), com densidade de probabilidade f(v), e´ dada por h(v) =
f(v)
1− F (v)
. Essa taxa, que e´
uma func¸a˜o do tempo, e´ aproximadamente igual a` probabilidade de que ocorra falha num
intervalo de tempo 4v, apo´s o instante v, dado que na˜o houve falha ate´ esse instante,
[18].
No contexto aqui tratado, a expressa˜o “taxa de falha” e´ vista de maneira
positiva, indicando a taxa de sucesso em relac¸a˜o ao tempo em que o indiv´ıduo deixa de




































Os diferentes valores do paraˆmetro de forma α podem indicar efeitos no com-
portamento da distribuic¸a˜o. De fato, alguns valores do paraˆmetro fara˜o com que as func¸o˜es
da distribuic¸a˜o reduzam-se a outras distribuic¸o˜es. Quando α representa um valor entre
3 e 4, a distribuic¸a˜o Weibull e´ semelhante a uma distribuic¸a˜o normal e quando α = 1, a
distribuic¸a˜o Weibull se reduz a uma distribuic¸a˜o exponencial, [53].
A taxa de falha da distribuic¸a˜o Weibull dada por (6.4) e´ uma func¸a˜o crescente
para α > 1 e decrescente para α < 1, [18]. A t´ıtulo de ilustrac¸a˜o, descreve-se alguns
exemplos de curvas de taxas de falhas de distribuic¸o˜es de Weibull, encontrados em [18],
com η = 1 fixo: para α = 2 tem-se h(v) = 2v se v > 0 e h(v) = 0 se v < 0; para
α = 1 tem-se h(v) = 1 se v > 0 e h(v) = 0 se v < 0 e, finalmente, para α = 1/2 tem-se
h(v) = 1
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Figura 6.3: Curvas ilustrativas das taxas de falha da distribuic¸a˜o Weibull para diferentes paraˆmetros
de forma.
A fim de estimar um valor razoa´vel para o paraˆmetro de forma α, observa-
se a partir do modelo (4.1) que
∂R
∂t
∼= µI. Como no in´ıcio a populac¸a˜o de infectados
I cresce com o tempo t (t ∈ [0, T ]), e´ de se esperar que
∂R
∂t
tambe´m cresc¸a com t.
Consequ¨entemente, a taxa de falha (em que ha´ recuperac¸a˜o da doenc¸a) cresce com o







e´ crescente. Portanto α > 1. Em func¸a˜o disso, as
seguintes possibilidades passam a ser consideradas:
1. Se h(t) = lt, com l =
α
η2
. Enta˜o α = 2;
2. Se h(t) = lt2, com l =
α
η3
. Enta˜o α = 3;
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3. Se h(t) = lt3, com l =
α
η4
. Enta˜o α = 4.
Considerando que no in´ıcio do processo da epidemia, a populac¸a˜o de recupera-
dos, mensurada pela func¸a˜o R(t), apresenta uma pequena concavidade para cima, tem-se




Assim, partindo do pressuposto de que a taxa de falha deve ter um comportamento seme-
lhante a` curva dos recuperados, que cresce com o tempo t no in´ıcio do processo de evoluc¸a˜o
da epidemia, admite-se que a taxa de falha pode ser aproximada por uma func¸a˜o linear
da forma h(t) = lt. Enta˜o, de (6.4) tem-se α− 1 = 1 e, portanto, α = 2.
Com isso, o paraˆmetro de forma, indicando a inclinac¸a˜o da distribuic¸a˜o Weibull,
e´ estimado em α = 1 quando t = 1, e α = 2 quando t > 1. Desta forma, tem-se que
a gerac¸a˜o de valores aleato´rios segue uma distribuic¸a˜o exponencial no primeiro dia de
evoluc¸a˜o do sistema, ou seja, existe uma probabilidade maior de ocorrer valores aleato´rios
mais pro´ximos de zero. Por outro lado, quando t > 1, ha´ maior probabilidade de ocorrer
a gerac¸a˜o de valores aleato´rios mais pro´ximos do limite superior de τ .
Lembrando que a varia´vel tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o (τ) e´ definida no
intervalo de 0 a 15 dias, τ assume um conjunto limitado. Desta forma, utilizando-se o
Me´todo de Monte Carlo, faz-se a gerac¸a˜o de valores aleato´rios v, por meio da distribuic¸a˜o
uniforme e, em seguida, ocorre a gerac¸a˜o de valores τ por meio de uma Weibull truncada,














Os paraˆmetros a e b indicam, respectivamente, os limites inferior e superior da
variac¸a˜o de τ ∈ [0, 15]. Assim, estima-se a = 0, pois 0 e´ o limite inferior de τ . Por outro
lado, considerando o tempo (em dias) de evoluc¸a˜o do sistema representado por t ∈ [0, T ],
deve-se dar atenc¸a˜o especial aos primeiros 15 dias (t ∈ [0, 15]), ao estimar o paraˆmetro b.
E´ natural ter a varia´vel tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o τ < 1 no primeiro dia (t = 1);
τ < 2 no segundo dia (t = 2) e, assim sucessivamente ate´ τ < 15 no de´cimo quinto dia
(t = 15). No entanto, para t ∈ (15, T ] o tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o e´ sempre limitado
superiormente por τ = 15, tendo em vista que os animais se recuperam da doenc¸a nesse
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per´ıodo. Face a isso, τ pode assumir qualquer valor inferior ou igual a 15. Assim, adota-se
o paraˆmetro b = t, quando t ∈ [0, 14] e b = 15 quando t ∈ [15, T ].
Considerando que o tempo me´dio de doenc¸a e´ em torno de 10 dias, tem-se que
para t > 15, o valor esperado do “tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o” (τ) e´ estimado em




Dessa expressa˜o, sendo α = 2, obte´m-se o paraˆmetro de escala η = 11, 3 que
sera´ adotado a partir de t > 15 dias de evoluc¸a˜o do sistema. Agora, para os primeiros
15 dias, considera-se que η cresce com b (valor ma´ximo a ser assumido por τ). Assim,
sera´ adotado que E(τ) = 10(
b
15






). Essa expressa˜o possibilita
estimar o paraˆmetro de escala de maneira que a distribuic¸a˜o esteja truncada em b. Ou





tem-se a probabilidade nula de estimar τ > t.
Em resumo, conhecendo-se a populac¸a˜o inicial de infectados, o “tempo de
infecc¸a˜o da populac¸a˜o” τ e´ estimado diariamente a partir de t = 0 (t ∈ [0, T ]) de evoluc¸a˜o
da epidemia, pelo Me´todo de Monte Carlo, por meio dos seguintes procedimentos:
1. Gera-se uma amostra de m valores aleato´rios, atrave´s da distribuic¸a˜o uniforme;
2. Faz-se uma transformac¸a˜o desta amostra, por meio da func¸a˜o de distribuic¸a˜o Weibull
truncada (6.5), para se obter uma nova amostra de τ no intervalo [0, t], considerando
os valores dos paraˆmetros a, b, α e η, a cada unidade de tempo t, conforme descric¸a˜o
anterior;
3. Finalmente, o valor de entrada para alimentar o SBRF e´ dado pela me´dia amostral
τ da nova amostra obtida em 2.
A Figura 6.4 ilustra o segundo passo do Me´todo de Monte Carlo, demonstrando
as transformac¸o˜es dos valores gerados no primeiro passo por meio da func¸a˜o de distribuic¸a˜o
Weibull truncada (6.5), para o sexto dia de evoluc¸a˜o do sistema.
O tamanho da amostra gerada tem grande importaˆncia na determinac¸a˜o da
qualidade dos resultados, uma vez que, quanto maior for a amostra, mais a distribuic¸a˜o
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Figura 6.4: Distribuic¸a˜o de probabilidade da varia´vel tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o τ para t = 6 dias
de evoluc¸a˜o do sistema.
amostral se aproxima das func¸o˜es originais. Pore´m, um processo dessa natureza requer um
tempo elevado de execuc¸a˜o, ate´ mesmo para computadores capazes de realizar a simulac¸a˜o
em grande velocidade. Felizmente, grac¸as a um dos trabalhos mais importantes da Teoria
de Probabilidade, conhecido como Teorema Central do Limite, se o tamanho da amostra
for suficientemente grande (m ≥ 30), a distribuic¸a˜o amostral me´dia pode ser aproximada
por uma distribuic¸a˜o normal. Da´ı, considerando que na implementac¸a˜o computacional do
modelo (4.1), o me´todo de Monte Carlo sera´ repetido T (tempo final) vezes, tornando-se
excessivamente onerosa a escolha de uma amostra muito grande, optou-se por seguir a
sugesta˜o de especialistas, tomando-se uma amostra de tamanho suficiente m = 30.
Uma vez conhecido o tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o τ , a cada tempo t ∈ [0, T ]
pode-se obter os valores da varia´vel lingu¨´ıstica fase da doenc¸a (FD), por meio do modelo
baseado em regras fuzzy FD = FD(τ) = FD( τ ), proposto na sec¸a˜o 5.1.1.
6.1.2 Modelo probabil´ıstico para a varia´vel lingu¨´ıstica C
E´ sabido que uma das partes fundamentais da modelagem obtida por meio
de um SBRF e´ aquela constitu´ıda pelos termos lingu¨´ısticos que definem os estados das
varia´veis de entrada e sa´ıda. No caso dos SBRFs constru´ıdos no Cap´ıtulo 5 para mo-
delar os coeficientes de difusa˜o DS e DI , uma das varia´veis de entrada dos sistemas - a
varia´vel C - e´ classificada qualitativamente pelos termos lingu¨´ısticos desfavora´vel, mediano
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ou favora´vel. E´ importante notar que na implementac¸a˜o computacional a qualificac¸a˜o da
varia´vel e´ conhecida, ou seja, sabe-se a priori se o elemento do domı´nio Ω e´ qualificado
como desfavora´vel, mediano ou favora´vel. No entanto, e´ noto´ria a existeˆncia de incertezas
probabil´ısticas ao se escolher um valor do domı´nio da func¸a˜o de pertineˆncia (c ∈ [a, b] ⊂
[0, 1]) do referido termo lingu¨´ıstico para dar entrada ao SBRF. Este tipo de incerteza
ocorre porque existe uma faixa de valores poss´ıveis, ja´ que o domı´nio e´ um intervalo de
reta.
Como ja´ referido na sec¸a˜o 6.1 e ilustrado na Figura 6.1, existe a incerteza fuzzy
na definic¸a˜o dos eventos (na˜o possuem fronteira bem definida) e a incerteza probabil´ıstica
ao calcular a chance de ocorreˆncia de “seus elementos” - no caso os valores do domı´nio
(suporte) da func¸a˜o de pertineˆncia -, os quais sa˜o representados pelo intervalo de reta
[a, b] ⊂ [0, 1].
Nesse sentido, considerando as incertezas probabil´ısticas ao definir um valor c
de entrada para C no SBRF, faz-se necessa´rio dispor de um procedimento para simulac¸a˜o
estoca´stica, que possibilite a gerac¸a˜o de valores aleato´rios para representar bem esse valor
de C. Para isso, o processo de simulac¸a˜o e´ baseado no Me´todo de Monte Carlo, sendo os
valores aleato´rios ajustados a` distribuic¸a˜o densidade de probabilidade.
O uso de func¸a˜o densidade de probabilidade esta´ diretamente ligado a` natureza
dos dados aos quais ela se relaciona. Os paraˆmetros da func¸a˜o podem fazer com que a
mesma assuma diferentes formas, o que possibilita sua utilizac¸a˜o em um nu´mero maior
de situac¸o˜es.
No caso da varia´vel C, as func¸o˜es de pertineˆncia sa˜o do tipo triangular (ver
Figura 5.1). Os valores do domı´nio ([a, b] ⊂ [0, 1]) das func¸o˜es de pertineˆncia dos conjuntos
fuzzy desfavora´vel, mediano e favora´vel, apresentam uma tendeˆncia central, encontrando-
se em torno de um valor me´dio com valores mı´nimos e ma´ximos no suporte. Nessas
situac¸o˜es, a modelagem atrave´s da distribuic¸a˜o beta proporciona um ajuste razoa´vel para
os valores c de entrada da varia´vel C, por ser esta distribuic¸a˜o capaz de modelar pratica-
mente qualquer tipo de distribuic¸a˜o limitada por um intervalo fechado [a, b].
A distribuic¸a˜o beta de dois paraˆmetros (p.d.f.) e´ uma distribuic¸a˜o de proba-
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vα−1(1− v)η−1, 0 ≤ v ≤ 1
0, caso contra´rio,
(6.6)
onde Γ e´ a func¸a˜o gama, α > 0 e η > 0 sa˜o os paraˆmetros de forma. A func¸a˜o densidade de
probabilidade beta pode levar a diferentes formas, dependendo dos valores dos paraˆmetros
α e η, conforme ilustra a Figura 6.5.
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Figura 6.5: Distribuic¸a˜o de probabilidade beta considerando valores diferentes para os paraˆmetros.
O emprego da func¸a˜o beta expressa pela equac¸a˜o (6.6) no ajuste de dis-
tribuic¸o˜es exige que sejam feitas transformac¸o˜es nos dados que atendam ao campo de
domı´nio da func¸a˜o que corresponde ao intervalo [a, b], originando uma distribuic¸a˜o trun-
cada. Assim, uma varia´vel v num intervalo qualquer [a, b] pode ser representada pela



















, a ≤ v ≤ b
0, caso contra´rio.
(6.7)
Uma vez determinada a func¸a˜o de densidade de probabilidade para a varia´vel
“caracter´ısticas ambientais”, o processo de simulac¸a˜o com base no Me´todo de Monte Carlo
para obter o valor c de entrada que ira´ alimentar os SBRFs ocorre por meio dos seguintes
procedimentos:
1. Gera-se uma amostra de m valores aleato´rios v, por meio da distribuic¸a˜o uniforme;
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2. Faz-se uma transformac¸a˜o desta amostra, por meio da func¸a˜o de distribuic¸a˜o beta
(f.d.a.) truncada no intervalo [a, b], para se obter uma nova amostra vT no intervalo
considerado;
3. Finalmente, o valor c de entrada para alimentar o SBRF e´ dado pela me´dia amostral
c = vT da nova amostra obtida em 2.
Como ja´ reportado na sec¸a˜o anterior, o tamanho da amostra gerada tem grande
importaˆncia na determinac¸a˜o da qualidade dos resultados. Considerando que na imple-
mentac¸a˜o computacional do sistema (4.17), o Me´todo de Monte Carlo para a varia´vel C
sera´ executado uma u´nica vez, implicando em um custo computacional menor do que o
necessa´rio para a varia´vel τ , optou-se por uma amostra grande com m = 1000 valores.
Para exemplificar a func¸a˜o de densidade de probabilidade beta no modelo,
considera-se um no´ de coordenadas (x, y) ∈ Ω classificado qualitativamente pelo termo
lingu¨´ıstico “mediano”, com relac¸a˜o a` varia´vel C. O histograma resultante do segundo
passo da simulac¸a˜o de Monte Carlo, referente a essa situac¸a˜o, e´ ilustrado pela Figura 6.6.
Figura 6.6: Distribuic¸a˜o de probabilidade beta dos valores vT (eixo horizontal) do domı´nio das func¸o˜es
de pertineˆncia da varia´vel lingu¨´ıstica C. O eixo vertical indica a frequ¨eˆncia da distribuic¸a˜o. Os paraˆmetros
considerados foram α = η = 4, 55.
Do histograma, observa-se que os valores com maior probabilidade apresentam
uma tendeˆncia central, encontrando-se em torno do valor me´dio (vT = 0, 5), pertencente
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ao domı´nio da func¸a˜o de pertineˆncia relativa ao conjunto fuzzy “mediano”, e os valores
com menor probabilidade sa˜o os mais pro´ximos do valor mı´nimo (vt = 0) e do valor
ma´ximo (vT = 1) do suporte.
Finalmente, com o valor de entrada c da varia´vel C conhecido, os SBRFs mo-
delados para estimar os coeficientes de difusa˜o DS e DI podem ser postos em ac¸a˜o a
cada iterac¸a˜o de tempo durante a implementac¸a˜o computacional. Na sec¸a˜o seguinte, sera´
proposto um modelo estoca´stico para determinar o valor de entrada da varia´vel “ estrutura
de produc¸a˜o” do modelo fuzzy apresentado no Cap´ıtulo 5 para estimar o paraˆmetro θ.
6.1.3 Modelo probabil´ıstico para a varia´vel lingu¨´ıstica EP
No modelo fuzzy θ = θ(CP, EP), proposto na sec¸a˜o 5.2, a varia´vel lingu¨´ıstica
“estrutura de produc¸a˜o” (EP) foi definida com o intuito de representar o tipo de atividade
econoˆmica exercida pelo estabelecimento agropecua´rio, ou seja, a varia´vel descreve de
forma intuitiva as formas de organizac¸a˜o da produc¸a˜o bovina (pecua´ria de subsisteˆncia,
produc¸a˜o de leite, produc¸a˜o de carne e pecua´ria extrativa). Neste sentido, qualificou-se a
varia´vel pelos conjuntos fuzzy muito baixa, baixa, alta e muito alta.
Para a varia´vel EP deparou-se com um problema semelhante ao encontrado
na leitura da varia´vel C, tratado na sec¸a˜o anterior. Por ser uma varia´vel qualitativa,
optou-se tambe´m por escolher uma escala de 0 a 1 para indicar o domı´nio das func¸o˜es de
pertineˆncia, sendo que, quanto mais pro´ximos de zero, obteˆm-se os domı´nios dos conjuntos
fuzzy denominados mais baixos e quanto mais pro´ximos de 1, teˆm-se os domı´nios dos
conjuntos fuzzy denominados mais altos (ver Figura 5.14). Assim, aqui tambe´m ocorrem
incertezas probabil´ısticas ao se escolher um valor ep do suporte da func¸a˜o de pertineˆncia
de cada termo lingu¨´ıstico (ep ∈ [a, b] ⊂ [0, 1]) , para dar entrada ao SBRF. Isso acontece
porque o domı´nio de cada func¸a˜o de pertineˆncia e´ um intervalo de reta, existindo, dessa
forma, uma faixa de valores poss´ıveis.
Nesse caso, assim como no caso da varia´vel C, existem incertezas fuzzy na
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definic¸a˜o do evento e incertezas probabil´ısticas ao calcular a chance de ocorreˆncia de
“seus elementos”. Os “elementos” do evento fuzzy se referem aos valores do domı´nio da
func¸a˜o de pertineˆncia, os quais sa˜o representados pelo intervalo de reta [a, b] ⊂ [0, 1]. Um











"Elementos" do evento fuzzy 
Evento fuzzy "baixo"
Figura 6.7: Esquema ilustrativo de um evento fuzzy e seus “elementos”, os quais envolvem, respec-
tivamente, incertezas fuzzy e probabil´ısticas da varia´vel lingu¨´ıstica “estrutura de produc¸a˜o” do SBRF
modelado para estimar o paraˆmetro θ.
Levando-se em conta que as func¸o˜es de pertineˆncia de cada conjunto fuzzy sa˜o
da forma triangular, com caracter´ısticas semelhantes a`s da varia´vel C (ver Figuras 5.14)
e, considerando que e´ conhecido a priori se a varia´vel EP e´ qualificada como muito baixa,
baixa, alta ou muito alta, propo˜e-se nesta sec¸a˜o um modelo estoca´stico similar ao sugerido
para a varia´vel C, fazendo-se apenas as adaptac¸o˜es necessa´rias com relac¸a˜o aos intervalos,
ja´ que os problemas sa˜o equivalentes.
Para isso, considerando as incertezas probabil´ısticas ao definir o valor ep de
entrada para EP no SBRF, o modelo estoca´stico para a gerac¸a˜o de valores aleato´rios que
representem bem esse valor sera´ baseado no Me´todo de Monte Carlo, sendo os valores
aleato´rios ajustados a` distribuic¸a˜o densidade de probabilidade beta.
Faz sentido usar, para este modelo estoca´stico, os mesmos passos usados no
me´todo de Monte Carlo para o modelo estoca´stico da varia´vel C, assim como tambe´m o
mesmo tamanho de amostra com m = 1000, pois o me´todo e´ executado uma u´nica vez
durante a implementac¸a˜o computacional. Com isso, o modelo segue os seguintes passos:
1. Gera-se uma amostra de m valores aleato´rios, por meio da distribuic¸a˜o uniforme;
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2. Faz-se uma transformac¸a˜o desta amostra por meio da func¸a˜o de distribuic¸a˜o beta
(f.d.a.) truncada no intervalo [a, b], para se obter uma nova amostra de valores vT
no intervalo considerado;
3. Finalmente, o valor ep de entrada para alimentar o SBRF e´ dado pela me´dia amostral
ep = vT da nova amostra obtida em 2.
Com esse modelo estoca´stico, obte´m-se o valor de entrada ep da varia´vel EP ,
pore´m ainda e´ necessa´rio determinar o valor cp que represente a varia´vel lingu¨´ıstica “con-
duta pessoal” (CP), para poˆr em pra´tica o SBRF θ = θ(CP , EP), proposto no Cap´ıtulo 5
a fim de estimar o paraˆmetro θ. O modelo estoca´stico para essa varia´vel sera´ apresentado
na pro´xima sec¸a˜o.
6.1.4 Modelo probabil´ıstico para a varia´vel lingu¨´ıstica CP
A varia´vel lingu¨´ıstica “conduta pessoal” (CP) foi definida com o intuito de in-
corporar ao modelo, mesmo que de forma impl´ıcita, a influeˆncia que a qualificac¸a˜o pessoal
exerce na transmissa˜o da doenc¸a por meio de ac¸o˜es adequadas no sentido de se evitar ou
minimizar os riscos de contaminac¸a˜o dos animais sadios. Para se ter eˆxito na prevenc¸a˜o,
monitoramento e controle da alta incideˆncia e sobreviveˆncia do v´ırus no meio ambiente,
faz-se necessa´rio o desenvolvimento de estrate´gias abrangentes e de utilizac¸a˜o cont´ınua,
dentre estas: instruir e orientar as pessoas envolvidas diretamente com os animais quanto
a`s tarefas a serem desenvolvidas, de forma a estarem sensibilizadas e conscientes de que
sa˜o parte importante do processo de controle da enfermidade; higienizar o meio ambiente
de produc¸a˜o do animal, reduzindo o nu´mero de agentes patogeˆnicos potenciais e minimizar
a poluic¸a˜o ambiental, por produtos de excrec¸a˜o animal.
Nesse sentido, na sec¸a˜o 5.2, a varia´vel CP foi qualificada pelos termos lin-
gu¨´ısticos totalmente insatisfato´ria, insatisfato´ria, frequ¨entemente insatisfato´ria, regular,
frequ¨entemente satisfato´ria, satisfato´ria, totalmente satisfato´ria. Com esses termos, a
varia´vel e´ capaz de traduzir as incertezas que envolvem as ac¸o˜es de prevenc¸a˜o, moni-
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toramento e controle da doenc¸a. Os termos lingu¨´ısticos sa˜o modelados por func¸o˜es de
pertineˆncia, cujo domı´nio e´ representado por um intervalo de reta [a, b] ⊂ [0, 1] (ver
Figura 5.14).
Mas como identificar o termo lingu¨´ıstico que melhor qualifica o estabeleci-
mento agropecua´rio, considerado durante a implementac¸a˜o do modelo, com relac¸a˜o a`
varia´vel CP? Dentro deste contexto, os “eventos” (por exemplo CP =“regular”) na˜o sa˜o
equ¨iprova´veis segundo uma distribuic¸a˜o aleato´ria. Tem-se a incerteza fuzzy presente na
definic¸a˜o do evento e a incerteza probabil´ıstica na chance de ocorreˆncia desse evento, que
surge de acordo com a existeˆncia ou na˜o de crite´rios e modelos que possam avaliar, com
rigor e precisa˜o, o n´ıvel das ac¸o˜es de prevenc¸a˜o e controle da doenc¸a, exercidas pelas
pessoas envolvidas com os animais.
Sendo assim, considerando o experimento “conduta pessoal”, a chance de
ocorreˆncia de um dos eventos desse experimento esta´ intrinsecamente associada a` pro-
babilidade de que tal evento ocorra. Isto remete a` ide´ia de que a varia´vel CP pode
ser definida como uma varia´vel aleato´ria. A Figura 6.8 ilustra o SBRF para modelar o
paraˆmetro θ destacando o experimento “conduta pessoal” e seus eventos totalmente in-
satisfato´ria, [...], satisfato´ria e totalmente satisfato´ria, os quais envolvem incertezas que















Figura 6.8: Esquema ilustrativo de um experimento fuzzy e seus eventos, os quais envolvem, respec-
tivamente, incertezas fuzzy e probabil´ısticas da varia´vel lingu¨´ıstica “conduta pessoal” do SBRF modelado
para estimar o paraˆmetro θ.
Nesse caso, tem-se uma situac¸a˜o similar ao caso da varia´vel τ no sentido de
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que a incerteza fuzzy esta´ presente na definic¸a˜o do evento e a incerteza probabil´ıstica
esta´ presente na chance de ocorreˆncia desse evento. Assim, como utilizado no modelo
estoca´stico para τ , propo˜e-se aqui ajustar os valores aleato´rios, gerados com base no
Me´todo de Monte Carlo, segundo a func¸a˜o de distribuic¸a˜o Weibull, descrita na sec¸a˜o
6.1.1. Com esses valores ajustados pela distribuic¸a˜o Weibull, sera´ poss´ıvel estimar o valor
de entrada cp da varia´vel CP que ira´ alimentar o SBRF (θ = θ(EP , CP)).
E´ importante notar que a varia´vel CP , ao contra´rio da varia´vel τ , e´ cons-
tante em relac¸a˜o ao tempo. No entanto, existe a possibilidade da conduta das pessoas
ser alterada durante o processo de ocorreˆncia da epidemia. Pode ocorrer, por exemplo,
um processo de conscientizac¸a˜o e esclarecimento a respeito da doenc¸a apo´s a mesma ser
detectada. Isso porque ocorrem cobranc¸as da comunidade (interna e externa ao estabe-
lecimento) e tomadas de medidas de controle por parte dos o´rga˜os sanita´rios oficiais de
vigilaˆncia. Assim, poderia-se modelar a varia´vel CP , de forma que fosse dependente do
tempo, mas na˜o e´ o caso aqui nesse estudo.
Como ja´ referido, existe a incerteza probabil´ıstica na escolha do termo lingu¨´ıs-
tico que qualifica com maior precisa˜o a varia´vel CP e essa incerteza ocorre pela falta de mo-
delos e crite´rios avaliativos. Assim, para contornar essa situac¸a˜o, propo˜e-se inicialmente
uma pre´-avaliac¸a˜o do estabelecimento agropecua´rio considerado, com relac¸a˜o a`s condic¸o˜es
higieˆnico-sanita´rias e educacionais, para a partir da´ı desenvolver o modelo estoca´stico ja´
referido, que possibilitara´ estimar o valor cp que melhor representa a varia´vel CP .
E´ evidenciado nesse trabalho que o aparecimento, a manutenc¸a˜o e a propagac¸a˜o
da febre aftosa podem ser considerados como o resultado, muitas vezes inesperado, das
atividades transformadoras do homem, principalmente com as associadas a` educac¸a˜o
sanita´ria, as quais sa˜o representadas aqui, de forma qualitativa, pela varia´vel CP . A
seguir sera´ elaborado um estudo de caso com a utilizac¸a˜o de uma metodologia que se uti-
liza de treˆs indicadores, que possibilitam fazer uma pre´-avaliac¸a˜o, simples pore´m eficiente,
da conduta das pessoas com relac¸a˜o a`s condic¸o˜es higieˆnico-sanita´rias e educacionais do
estabelecimento.
Estudo de Caso: Avaliac¸a˜o do desempenho de pra´ticas preventivas da febre aftosa na
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fazenda em estudo
Cena´rio: Um agente de vigilaˆncia sanita´ria dirige-se a` fazenda com a missa˜o de avaliar
a existeˆncia de pra´ticas preventivas da febre aftosa. Para tanto, ira´ se utilizar de um
questiona´rio que emprega indicadores, a ser aplicado a`s pessoas da fazenda que executam
o trato direto no cotidiano com os animais. A fazenda possui j pessoas nessa situac¸a˜o
entre proprieta´rios e empregados. Cada indicador tera´ a possibilidade de treˆs alternativas
com os seguintes conceitos e valores correspondentes: excelente = 2; regular = 1; e na˜o
se aplica = 0.
Indicador 1: Recebimento de instruc¸o˜es e orientac¸o˜es pelas pessoas envolvidas com os ani-
mais quanto a`s tarefas a serem desenvolvidas visando a prevenc¸a˜o, controle e erradicac¸a˜o
da febre aftosa;
Indicador 2: Pra´ticas de higienizac¸a˜o e desinfecc¸a˜o de esta´bulos, mangueiras e galpo˜es,
manejo de dejetos, coleta e destino adequado de lixo, controle de insetos e roedores;
Indicador 3: Vigilaˆncia sanita´ria com a observac¸a˜o cont´ınua do estado de sau´de dos ani-
mais na propriedade, em suas movimentac¸o˜es (entrada, sa´ıda e traˆnsito), e quando das
concentrac¸o˜es dos mesmos (exposic¸o˜es, feiras, torneios, rodeios, leilo˜es e outros).
Obte´m-se a me´dia aritme´tica M dos valores atribu´ıdos pelo total de respon-
dentes. A partir da me´dia M , faz-se o enquadramento da varia´vel CP em uma das
categorias indicativas de qualidade A, B ou C da seguinte forma: A se 4, 5 ≤ M ≤ 6; B se
1, 5 ≤ M < 4, 5 e C se 0 ≤ M < 1, 5. Com isso obte´m-se uma qualificac¸a˜o a priori para a
varia´vel CP, que ira´ nortear a indicac¸a˜o dos paraˆmetros de forma e escala da distribuic¸a˜o
de probabilidade utilizada no modelo estoca´stico.
A partir dessa classificac¸a˜o inicial da CP , o processo de simulac¸a˜o de Monte
Carlo para obter o valor cp de entrada que ira´ alimentar o SBRF ocorre por meio dos
seguintes procedimentos:
1. Gera-se uma amostra de m = 1000 valores aleato´rios v, por meio da distribuic¸a˜o
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uniforme;
2. Faz-se uma transformac¸a˜o desta amostra por meio da func¸a˜o de distribuic¸a˜o Weibull
truncada (6.5), para se obter uma nova amostra de valores vT no intervalo [a,b]=[0,1].
Os paraˆmetros de forma α e de escala η a serem considerados dependera˜o da quali-
ficac¸a˜o inicial atribu´ıda a` varia´vel CP como segue:
(I) Se CP = C atribui-se α = 1 e η = 0, 5 gerando uma distribuic¸a˜o exponen-
cial decrescente, com maior probabilidade para os conjuntos fuzzy totalmente
insatisfato´ria, insatisfato´ria e frequ¨entemente insatisfato´ria;
(II) Se CP = B toma-se α = 3, 5 e η = 0, 65, para gerar uma distribuic¸a˜o seme-
lhante a` distribuic¸a˜o normal, com maior probabilidade para os conjuntos fuzzy
regular, frequ¨entemente insatisfato´ria e frequ¨entemente satisfato´ria;












com α = 1
e η = 0, 5 para gerar uma exponencial crescente, com maior probabilidade
para os conjuntos fuzzy totalmente satisfato´ria, satisfato´ria e frequ¨entemente
satisfato´ria.
3. Finalmente, o valor cp de entrada para alimentar o SBRF e´ dado pela me´dia amostral
cp = vT da nova amostra obtida em 2.
A Figura 6.9 ilustra o segundo passo do Me´todo de Monte Carlo, demons-
trando as transformac¸o˜es dos valores gerados no primeiro passo por meio da func¸a˜o de
distribuic¸a˜o Weibull truncada (6.5), para as treˆs qualificac¸o˜es iniciais de CP .
A partir da elaborac¸a˜o do estudo de caso, cujo intuito e´ o de avaliar a conduta
pessoal, por meio do modelo estoca´stico descrito anteriormente, e´ poss´ıvel obter o valor de
entrada cp da varia´vel CP. Considerando-se que o estudo de caso relatado constitui-se em
um proto´tipo inicial de aplicac¸a˜o de avaliac¸a˜o, ressalta-se que este pode sofrer alterac¸o˜es
no sentido de se criar um nu´mero maior de indicadores e de conceitos, com vistas a obter
resultados mais pro´ximos da realidade do local investigado.
131
Figura 6.9: Distribuic¸o˜es de probabilidades da varia´vel (CP). A Figura (a) corresponde ao histograma
originado pela transformac¸a˜o do item (I); a Figura (b) corresponde ao histograma originado pela trans-
formac¸a˜o do item (III) e a Figura (c) corresponde ao originado pela transformac¸a˜o do item (II).
As distribuic¸o˜es de probabilidades Weibull e Beta foram utilizadas neste tra-
balho por serem muito versa´teis, podendo assumir formas variadas, a depender de seus
paraˆmetros. Nessa situac¸a˜o, o Me´todo de Monte Carlo permite gerar uma amostra, de
modo a atribuir maior probabilidade aos valores do suporte dos conjuntos fuzzy, que apre-
sentam maior grau de pertineˆncia. Este fato pode representar uma vantagem com relac¸a˜o
a` distribuic¸a˜o uniforme, considerada em [1], que da´ a mesma chance de sorteio para todos
os elementos do suporte.
Por fim, com os problemas referentes a` leitura atualizada das varia´veis lingu¨´ıs-
ticas resolvidos, faz-se o acoplamento dos algoritmos para implementar os Me´todos de
Monte Carlo, constru´ıdos no ambiente Matlab - versa˜o 7.0, com os SBRFs FD = FD(τ),
DS = DS(C,P), DI = DI(C,P ,FD), θ = θ(CP , EP), estes utilizando-se da ferramenta
“Fuzzy Logic Toolbox” contida no ambiente Matlab. Os algoritmos dos modelos probabi-
l´ısticos e fuzzy sera˜o introduzidos no algoritmo principal constru´ıdo para a implementac¸a˜o




Na implementac¸a˜o computacional do sistema (4.17), o domı´nio espacial e´ dis-
cretizado por meio do Me´todo de Elementos Finitos triangulares de primeira ordem
(MEF). A origem do desenvolvimento deste recurso ocorreu no final do se´culo XVIII.
Entretanto, a sua viabilizac¸a˜o tornou-se poss´ıvel somente com o advento dos computa-
dores, facilitando a resoluc¸a˜o das enormes equac¸o˜es alge´bricas. O MEF pode ser utilizado
em diversas a´reas das cieˆncias exatas e biolo´gicas e, devido a` sua grande aplicabilidade e
eficieˆncia, existem trabalhos com esta metodologia em diversas especialidades.
Para as aproximac¸o˜es temporais, faz-se uso do me´todo impl´ıcito de diferenc¸as
finitas Crank-Nicolson. A escolha se deve a` sua consisteˆncia e estabilidade nume´rica
e a` sua margem de erro. Sa˜o feitas treˆs iterac¸o˜es 1 internas a cada passo no tempo,
caracterizando-se assim um me´todo preditor-corretor, que tende a uma aproximac¸a˜o da
ordem de (4t2). As respectivas populac¸o˜es de suscet´ıveis, infectados e recuperados sa˜o
indicadas por S, I e R. Assim, a partir das condic¸o˜es iniciais S(0), I(0) e R(0), este
processo e´ feito da seguinte maneira:


















3. Obte´m-se R(∗) da equac¸a˜o linear UR R
























6. Obte´m-se R(∗∗) da equac¸a˜o linear UR R






7. Seguindo o processo, obte´m-se S(∗∗∗), I(∗∗∗) e R(∗∗∗). Definem-se assim, as aproxi-
mac¸o˜es dos vetores S(1) = S(∗∗∗), I(1) = I(∗∗∗) e R(1) = R(∗∗∗).
1As treˆs iterac¸o˜es internas a cada passo no tempo sa˜o indicadas pelos respectivos s´ımbolos ∗, ∗∗, ∗ ∗ ∗.
133
8. O procedimento todo, de 1 a 7, e´ repetido com S(n) no lugar de S(0); I(n) no lugar
de I(0) e R(n) no lugar de R(0), para se obter S(n+1), I(n+1) e R(n+1) apo´s as iterac¸o˜es
internas ao (n + 1)−e´simo passo na iterac¸a˜o temporal.
Considera-se o domı´nio teo´rico Ω, constitu´ıdo por um retaˆngulo com a´rea na
ordem de km2, representando uma fazenda. Na discretizac¸a˜o espacial sa˜o utilizados os
valores de comprimento dos eixos x e y iguais a 1 uc e o nu´mero de subintervalos dos
eixos x e y iguais a 10. Os ensaios nume´ricos sa˜o realizados em T/4t iterac¸o˜es de tempo,
indicando T dias de epidemia. A malha da discretizac¸a˜o e´ obtida por meio do software
GID - versa˜o 7.0. O software GID gera arquivos para armazenar as informac¸o˜es sobre a
malha de elementos e as coordenadas de cada no´. Um destes arquivos conte´m a matriz
malha de dimensa˜o nn × 5, onde nn e´ o nu´mero de elementos (triaˆngulos) da malha.
Cada linha da matriz representa um elemento; a primeira coluna de cada linha indica
o nu´mero do elemento; as treˆs colunas seguintes de cada linha representam os nu´meros
dos no´s dos ve´rtices e a quinta coluna indica as caracter´ısticas ambientais do domı´nio
(desfavora´vel, mediano ou favora´vel) ao qual o no´ pertence. A Figura 6.10 ilustra o
domı´nio Ω discretizado por elementos finitos de primeira ordem.
Figura 6.10: Discretizac¸a˜o do domı´nio Ω atrave´s de elementos finitos triangulares de primeira ordem,
usada na implementac¸a˜o: 121 no´s e 200 elementos.
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A malha gerada pelo software GID, os algoritmos dos modelos probabil´ısticos
e fuzzy sa˜o introduzidos no algoritmo principal constru´ıdo nos ambientes Matlab - versa˜o
7.0 e Fortran - versa˜o 6.5, para a implementac¸a˜o computacional do sistema de EDP (4.17).
A Figura 6.11, representada por meio de um fluxograma, ilustra o acoplamento
dos modelos de EDP, fuzzy e probabil´ısticos. O retaˆngulo externo representa o algoritmo
principal referente aos me´todos de elementos finitos e Crank-Nicolson. As ac¸o˜es no interior
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Figura 6.11: Fluxograma ilustrativo do acoplamento dos modelos de EDP, fuzzy e probabil´ısticos no
mesmo algoritmo para a implementac¸a˜o computacional. Os modelos fuzzy esta˜o representados pelos
me´todos de infereˆncia de Mamdani e os probabil´ısticos pelos me´todos de Monte Carlo.
Um ponto de destaque a ser considerado foi a complexidade de ac¸o˜es que
envolveu o desenvolvimento do algoritmo que possibilitou a integrac¸a˜o entre os me´todos
de Monte Carlo, SBRF (Mamdani) e elementos finitos. Isso porque o algoritmo envolve
diversas rotinas com uma grande quantidade de elementos varia´veis. O fato do me´todo de
elementos finitos ser desenvolvido para sistemas determin´ısticos, composto de elementos
quantitativos e os demais serem caracterizados por incertezas e subjetividades (elementos
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qualitativos), envolveu muito cuidado na escolha dos paraˆmetros e varia´veis empregados,
uma vez que qualquer escolha equivocada poderia implicar alterac¸o˜es bruscas na soluc¸a˜o.
No Cap´ıtulo 7 sera˜o realizadas simulac¸o˜es que permitira˜o aferir a proposta de
interligac¸a˜o do modelo de EDP (4.1) com os modelos fuzzy e estoca´sticos, implementados




Neste cap´ıtulo, sa˜o apresentadas simulac¸o˜es nume´ricas que possibilitam obser-
var o avanc¸o de um foco da febre aftosa sobre uma populac¸a˜o de bovinos suscet´ıveis em
uma fazenda, levando-se em conta os aspectos incertos considerados no trabalho. Estas
simulac¸o˜es permitem aferir a proposta de interligac¸a˜o do modelo de EDP (4.1) com os
modelos fuzzy e estoca´sticos, implementados por meio de me´todos nume´ricos de elementos
finitos e Crank-Nicolson, sendo necessa´ria a avaliac¸a˜o da correlac¸a˜o entre estes modelos
e me´todos nume´ricos, a fim de comprovar a validade da diversificac¸a˜o de ferramentas
matema´ticas, utilizadas de forma interdisciplinar no decorrer do trabalho.
Como ja´ dito, os ensaios visam avaliar a junc¸a˜o de diversas ferramentas ma-
tema´ticas ao modelo (4.1), aplicado a` febre aftosa em bovinos. Para tanto, por meio
do registro de caracter´ısticas observadas no estabelecimento considerado, baseadas nos
instrumentos de avaliac¸a˜o diagno´stica propostos nos modelos fuzzy e estoca´sticos, sera´
poss´ıvel compor va´rios cena´rios variando a condic¸a˜o inicial e/ou as varia´veis lingu¨´ısticas
caracter´ısticas ambientais, estrutura de produc¸a˜o e conduta pessoal. Isso permitira´ obter
estimativas diversas para os paraˆmetros incertos DS, DI e β, as quais podera˜o indicar as
consequ¨eˆncias dos mesmos no trato da febre aftosa.
Na primeira simulac¸a˜o, a fim de aferir a proposta de interligac¸a˜o do modelo de
EDP com os modelos fuzzy e estoca´sticos, implementados por meio de me´todos nume´ricos
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de elementos finitos e Crank-Nicolson, considera-se a populac¸a˜o inicial uniformemente
distribu´ıda no espac¸o, o que possibilitara´ observar se os resultados a serem obtidos sera˜o
coerentes com os de um sistema determin´ıstico de equac¸o˜es diferenciais do tipo SIR,
para validar a estrutura do algoritmo constru´ıdo. Em outras simulac¸o˜es, considera-se
a populac¸a˜o inicial concentrada em alguns pontos do domı´nio, com a composic¸a˜o de
cena´rios que permitira˜o avaliar a influeˆncia das varia´veis “conduta pessoal” e “estrutura
de produc¸a˜o” em relac¸a˜o a` forc¸a de infecc¸a˜o, assim como os paraˆmetros de difusa˜o em
relac¸a˜o a` dispersa˜o da populac¸a˜o. Nesse contexto, pode-se visualizar e avaliar de que
forma essas varia´veis afetam a propagac¸a˜o da epidemia.
7.1 Simulac¸a˜o 1: condic¸a˜o inicial uniformemente dis-
tribu´ıda no espac¸o
O algoritmo desenvolvido para implementar o sistema (4.1), por meio da dis-
cretizac¸a˜o espacial (por elementos finitos) e temporal (por Crank-Nicolson), envolve di-
versas rotinas que sa˜o necessa´rias para implementar os modelos estoca´sticos e fuzzy, pro-
postos neste trabalho. Assim, tendo em vista a grande quantidade de elementos varia´veis
durante a execuc¸a˜o do algoritmo, torna-se necessa´rio fazer uma avaliac¸a˜o do mesmo.
Neste sentido, optou-se por realizar uma simulac¸a˜o considerando a popula-
c¸a˜o inicial uniformemente distribu´ıda no espac¸o, com indiv´ıduos suscet´ıveis em todos os
elementos do domı´nio discretizado e apenas um infectado localizado no no´ 116 (ver malha
ilustrada na Figura 6.10). Assumiu-se o tamanho da populac¸a˜o inicial de 8 indiv´ıduos por
no´ da malha, que e´ a capacidade suporte (k) de cada elemento do domı´nio discretizado,
a qual e´ determinada com base na distaˆncia me´dia (d = 10m) entre os indiv´ıduos, obtida
por [31] (ver sec¸a˜o 5.1.1). Embora sabendo que a distribuic¸a˜o uniforme da populac¸a˜o
na˜o e´ observada na pra´tica, optou-se por esta escolha pela vantagem de uma visualizac¸a˜o
melhor dos resultados.
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A fim de executar os modelos fuzzy propostos para estimar os coeficientes de
difusa˜o DS e DI , decidiu-se por classificar a varia´vel lingu¨´ıstica C em desfavora´vel, mediano
e favora´vel, ou seja, o domı´nio Ω e´ representado, em relac¸a˜o ao ambiente, conforme
Figura 4.1. Com isso, o modelo estoca´stico dessa varia´vel inferiu os valores c = 0, 2
para os elementos localizados em ambientes “desfavora´veis”; c = 0, 5 para os ambientes
“medianos” e c = 0, 8 para os “favora´veis”.
Ainda, levando em conta o tamanho da populac¸a˜o inicial, considera-se um
estabelecimento cuja atividade econoˆmica e´ a transformac¸a˜o para carne. Neste caso, a
varia´vel “estrutura de produc¸a˜o” e´ qualificada pelo evento fuzzy “muito alta”. Assim, do
modelo estoca´stico para a varia´vel EP , obte´m-se o valor ep = 0, 94. Pelo estudo de caso
descrito na sec¸a˜o 6.1.3, que possibilita uma pre´-avaliac¸a˜o da conduta das pessoas com
relac¸a˜o a`s condic¸o˜es higieˆnico-sanita´rias e educacionais do estabelecimento, considera-
se o conceito B como indicativo de qualidade que ira´ nortear a escolha dos paraˆmetros
da func¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade beta utilizada no modelo estoca´stico, para
determinar a varia´vel “conduta pessoal”. Esse modelo determina o valor cp = 0, 58,
qualificando a varia´vel CP pelo evento fuzzy “regular”. A partir dos valores ep e cp
estimados, obte´m-se θ = 0, 75 pelo SBRF θ = θ(EP , CP) e, consequ¨entemente, estima-se
a taxa de transmissa˜o β = 0, 27 do estabelecimento considerado.
Com os paraˆmetros de difusa˜o e transmissa˜o definidos, obte´m-se as densidades
populacionais de suscet´ıveis, infectados e recuperados apo´s 600 passos no tempo, as quais
esta˜o ilustradas na Figura 7.1. E para observar se os resultados obtidos sa˜o coerentes com
os de um sistema determin´ıstico de equac¸o˜es diferenciais do tipo SIR, escolheu-se alguns
no´s do domı´nio discretizado para que, fixado esse ponto no domı´nio espacial, se possa
ilustrar o comportamento evolutivo de cada classe da populac¸a˜o modelada. Os gra´ficos
obtidos para cada no´ escolhido sa˜o representados na Figura 7.2. Para cada gra´fico desta
figura, o eixo x representa o nu´mero de iterac¸o˜es realizadas no tempo t (a cada dez
iterac¸o˜es corresponde a t = 1 dia), e o eixo y representa o tamanho da populac¸a˜o por
































Figura 7.1: Distribuic¸a˜o das respectivas densidades populacionais de S, I e R ao final de 60 dias.






























































Figura 7.2: Acompanhamento do comportamento evolutivo de cada classe da populac¸a˜o ao longo do
tempo de 60 dias. O gra´fico (a) representa o no´ 116 (condic¸a˜o inicial de infectados); (b) representa o
no´ 47 (ponto central do domı´nio Ω); (c) representa o no´ 75 (canto inferior direito do domı´nio Ω) e (d)
representa o no´ 4 (canto inferior esquerdo do domı´nio Ω).
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Em todos os conjuntos de gra´ficos da Figura 7.2 observa-se que, em qualquer
instante t (em uma mesma perpendicular ao eixo das iterac¸o˜es), verifica-se a conservac¸a˜o
da populac¸a˜o total em cada elemento, ou seja, S(t) + I(t) + R(t) = S0 + I0 + R(0) = 8.
Visualiza-se que com o passar das iterac¸o˜es, o nu´mero de suscet´ıveis diminui a` medida
que o nu´mero de recuperados aumenta. A populac¸a˜o de infectados atinge um nu´mero
ma´ximo e depois cai para zero. Mais especificamente, verifica-se que no conjunto de
gra´ficos (a), representando o elemento com a presenc¸a inicial de infectados, ocorre um
ra´pido decaimento da populac¸a˜o de suscet´ıveis em virtude do ra´pido crescimento dos
recuperados e infectados. Os infectados atingem o ponto ma´ximo em menos de 10 dias.
Isso e´ devido a` forc¸a de infecc¸a˜o λ = βI alta, tendo em vista que essa e´ proporcional
a` quantidade de suscet´ıveis a` taxa de transmissa˜o β = 0, 27 que tambe´m e´ alta. Em
contrapartida, no no´ 4 localizado no ambiente em que C e´ “desfavora´vel” e mais distante
da condic¸a˜o inicial de infectados, a doenc¸a chega quase ao mesmo tempo que no no´
75 localizado no ambiente em que C e´ “favora´vel”, com isso a populac¸a˜o de suscet´ıveis
permanece constante por alguns dias, dado que a mesma esta´ uniformemente distribu´ıda
no espac¸o. Nesse contexto, tem-se que o comportamento evolutivo de cada classe da
populac¸a˜o ao longo do tempo e´ similar ao apresentado nos modelos compartimentais do
tipo SIR cla´ssicos (ver Figura 2.2).
7.2 Simulac¸a˜o 2: ana´lise dos paraˆmetros DS, DI e β
Como ja´ dito, a fim de observar os efeitos de variac¸a˜o dos paraˆmetros incertos
DS, DI e β, imaginam-se diferentes situac¸o˜es com as varia´veis lingu¨´ısticas C, EP e CP, por
meio dos treˆs casos descritos a seguir. Nessa simulac¸a˜o, considera-se um estabelecimento
cuja atividade econoˆmica e´ a pecua´ria extrativa. Nessa situac¸a˜o, a varia´vel “estrutura de
produc¸a˜o” e´ qualificada pelo termo lingu¨´ıstico “alta”. Ainda, com o intuito de avaliar a
influeˆncia dos coeficientes de difusa˜o neste tipo de estabelecimento, para cada caso, sa˜o
realizados dois ensaios: no primeiro considera-se a varia´vel caracter´ısticas ambientais (C)
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classificada como “favora´vel” e no segundo como “desfavora´vel”, em todo o domı´nio Ω.
Em todos os casos, o domı´nio e´ ocupado inicialmente por uma populac¸a˜o de
160 indiv´ıduos suscet´ıveis e um infectado, todos concentrados em uma regia˜o, conforme












Figura 7.3: Distribuic¸a˜o inicial da populac¸a˜o. O retaˆngulo em relevo representa a regia˜o onde os
suscet´ıveis e o infectado esta˜o concentrados.
Caso 1: Fazenda com indicativo de qualidade A.
Neste primeiro caso, fez-se a opc¸a˜o pelo estudo da evoluc¸a˜o da epidemia em
uma fazenda em que a conduta das pessoas com relac¸a˜o a`s condic¸o˜es higieˆnico-sanita´rias
e educacionais tem conceito A. Com este indicativo de qualidade, o modelo estoca´stico
proposto na sec¸a˜o 6.1.3 qualifica a varia´vel “conduta pessoal” pelo eventos fuzzy “satis-
fato´ria”.
Depois de 600 passos no tempo, para um instante final de 60 dias, obte´m-se as
densidades populacionais de suscet´ıveis, infectados e recuperados. A Figura 7.4 (a) mostra
a representac¸a˜o para a situac¸a˜o em que a varia´vel caracter´ısticas ambientais e´ classificada
qualitativamente como “favora´vel” e, na Figura 7.4 (b), tem-se a representac¸a˜o para C
“desfavora´vel”.
Embora as superf´ıcies de densidades populacionais de ambas as simulac¸o˜es
apresentem aspectos bastante semelhantes, existem diferenc¸as no comportamento de dis-
persa˜o das populac¸o˜es. Na Figura 7.4 (a) observa-se que ocorre uma densidade popula-
cional de infectados mais acentuada na regia˜o onde se encontrava a populac¸a˜o inicial do
































































Figura 7.4: Distribuic¸a˜o das respectivas densidades populacionais de suscet´ıveis, infectados e recupe-
rados, sendo CP = satisfato´ria e EP = alta. Em (a) C e´ favora´vel e em (b) C e´ desfavora´vel.
vamente menor, ou seja, a dispersa˜o e´ mais homogeˆnea. Esse comportamento se repete
com as populac¸o˜es de suscet´ıveis e recuperados, sendo que na Figura 7.4 (b), observa-se
que na populac¸a˜o de suscet´ıveis, a densidade e´ mais elevada em pontos mais distantes
da regia˜o onde estava a populac¸a˜o inicial. As densidades populacionais de indiv´ıduos
suscet´ıveis das duas simulac¸o˜es sa˜o significativamente altas para o nu´mero de passos no
tempo considerado. Ainda observa-se que a densidade e´ maior na segunda simulac¸a˜o que
na primeira.
Ainda neste primeiro conjunto de ensaios, escolheu-se um no´ do domı´nio dis-
cretizado para que, fixado esse ponto no domı´nio espacial, se possa ilustrar o comporta-
mento evolutivo de cada classe da populac¸a˜o modelada. O ponto escolhido e´ o ponto onde
estava localizada a populac¸a˜o de infectados da condic¸a˜o inicial. Os respectivos conjuntos
de gra´ficos de cada simulac¸a˜o sa˜o representados na Figura 7.5.
Nos dois conjuntos de gra´ficos (a) e (b), da Figura 7.5, observa-se inicialmente
um ra´pido decaimento na concentrac¸a˜o das populac¸o˜es de suscet´ıveis e infectados, o que ja´
era esperado pela introduc¸a˜o do termo de difusa˜o na modelagem apresentada. No primeiro
ensaio (a), apo´s esse ra´pido decaimento ocorre um aumento da populac¸a˜o de infectados,
atingindo um u´nico pico por volta de 155 iterac¸o˜es, correspondendo a 15 dias do in´ıcio
da epidemia. A partir da´ı, ocorre um decaimento, ja´ que a populac¸a˜o de suscet´ıveis
tambe´m decai em decorreˆncia da dispersa˜o e da infecc¸a˜o. No segundo ensaio (b), devido
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Figura 7.5: Representac¸a˜o da evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo de 60 dias,
no ponto correspondente a populac¸a˜o inicial de infectados. Considerando CP = satisfato´ria e EP = alta.
No conjunto de gra´ficos (a) a varia´vel C e´ nomeada como favora´vel e em (b) como desfavora´vel.
a uma maior dispersa˜o dos indiv´ıduos nesse ponto, o gra´fico da populac¸a˜o de infectados e´
levemente mais achatado, sem apresentar o pico observado em (a), so´ atingindo o maior
nu´mero de infectados em torno de 220 iterac¸o˜es, correspondendo a 22 dias do in´ıcio da
infecc¸a˜o. Apo´s um certo per´ıodo de tempo, ha´ um decaimento da populac¸a˜o com mais
suavidade do que no ensaio (a). A populac¸a˜o de recuperados cresce, vindo a se estabilizar
apo´s atingir seu ponto ma´ximo.
O modelo estoca´stico qualificou a varia´vel lingu¨´ıstica CP como “satisfato´ria”,
com cp = 0, 91, isso resultando no paraˆmetro θ = 0, 079 pelo SBRF. Indica assim que o
estabelecimento pode ser considerado “quase ideal” com relac¸a˜o a` taxa de transmissa˜o
da febre aftosa. Isto e´, trata-se de um estabelecimento em que as pessoas envolvidas
nas atividades com os animais exercem influeˆncia positiva, impedindo o avanc¸o ra´pido da
doenc¸a mesmo involuntariamente, ou seja, sem adotar as medidas de controle indicadas
pelas instituic¸o˜es sanita´rias responsa´veis pela doenc¸a. Isso fica comprovado nos resultados
sugeridos pelo conjunto de ensaios do Caso 1. Em ambos os ensaios tem-se um crescimento
muito lento do nu´mero de infectados. Ao final de 600 iterac¸o˜es ainda existe uma densidade
considera´vel de indiv´ıduos suscet´ıveis no estabelecimento. Neste caso, a forc¸a de infecc¸a˜o
λ = βI e´ baixa, ja´ que β assume um valor bem pro´ximo do mı´nimo.
No primeiro ensaio, os coeficientes de difusa˜o, tanto dos suscet´ıveis como dos
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infectados, sa˜o mais baixos que os do segundo ensaio. Neste caso, os animais ficam
mais concentrados, pois se dispersam mais lentamente, possibilitando o contato direto
entre suscet´ıveis e infectados com maior frequ¨eˆncia. Ja´ no segundo ensaio, os indiv´ıduos
esta˜o localizados na regia˜o cuja varia´vel caracter´ısticas ambientais C e´ classificada como
“desfavora´vel”, fazendo com que os coeficientes de difusa˜o DS e DI sejam maiores do que
no ensaio anterior. Da´ı, tanto os indiv´ıduos suscet´ıveis como os infectados se dispersaram
mais, ocupando os espac¸os vazios mais rapidamente. Este fator implica em menos contatos
diretos entre ambas as classes da populac¸a˜o.
A dispersa˜o da populac¸a˜o exerce grande influeˆncia no crescimento da epidemia.
O nu´mero de infectados aumenta segundo uma forc¸a de infecc¸a˜o λ = βI, que e´ propor-
cional ao nu´mero de suscet´ıveis, isto e´, λS. Isto justifica o fato da infecc¸a˜o ter uma
evoluc¸a˜o mais acelerada na primeira simulac¸a˜o do que na segunda. Quando C e´ “fa-
vora´vel” existe maior concentrac¸a˜o de indiv´ıduos suscet´ıveis e infectados por unidade de
a´rea, devido a` dispersa˜o mais lenta dos indiv´ıduos, implicando em uma forc¸a de infecc¸a˜o
λ mais forte.
Caso 2: Fazenda com indicativo de qualidade C.
Dando sequ¨eˆncia a` avaliac¸a˜o da varia´vel conduta pessoal na evoluc¸a˜o da epi-
demia em uma fazenda, sera´ considerado aqui, em oposic¸a˜o ao Caso 1, o conceito C como
indicativo de qualidade relacionado a`s condic¸o˜es higieˆnico-sanita´rias e educacionais do es-
tabelecimento. Com este conceito, o modelo estoca´stico proposto na sec¸a˜o 6.1.3 qualifica
a varia´vel “conduta pessoal” pelo evento fuzzy “insatisfato´ria”, com cp = 0, 1.
A Figura 7.6, atrave´s dos conjuntos de gra´ficos (a) e (b), ilustra a evoluc¸a˜o das
populac¸o˜es de suscet´ıveis, infectados e recuperados ao final de 600 iterac¸o˜es no tempo,
para os dois ensaios. Inicialmente, ao comparar os conjuntos de gra´ficos (a) e (b) da
Figura 7.6, observa-se o mesmo comportamento obtido no Caso 1, com os paraˆmetros de
difusa˜o DS e DI exercendo grande influeˆncia na evoluc¸a˜o da doenc¸a. Pore´m quando sa˜o
comparados os Casos 1 e 2, tem-se uma significativa diferenc¸a na escala dos eixos que
indicam as densidades de indiv´ıduos suscet´ıveis e infectados. Na Figura 7.4 (a), os eixos
145
esta˜o representados em uma escala significativamente maior do que os da Figura 7.6 (a).
O mesmo fato se repete com as Figuras 7.4 (b) e 7.6 (b). Isto significa que no Caso 2 a































































Figura 7.6: Distribuic¸a˜o das respectivas densidades populacionais de suscet´ıveis, infectados e recupe-
rados, sendo CP = insatisfato´ria e EP = alta. Em (a) C e´ favora´vel e em (b) C e´ desfavora´vel.
Na Figura 7.7 tem-se a representac¸a˜o do comportamento evolutivo de cada
classe da populac¸a˜o modelada ao longo de 600 iterac¸o˜es, para os ensaios em que a varia´vel
C e´ classificada no primeiro conjunto de gra´ficos (a) como “favora´vel” e, no segundo (b),
como “desfavora´vel”. O no´ escolhido e´ o mesmo do escolhido no Caso 1.





































Figura 7.7: A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo de 60 dias no ponto corres-
pondente a` populac¸a˜o inicial de infectados, considerando CP = insatisfato´ria e EP = alta. No primeiro
conjunto de gra´ficos (a) a varia´vel C e´ nomeada como favora´vel e no segundo (b) como desfavora´vel.
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Neste caso, poˆde-se observar inicialmente que a populac¸a˜o de suscet´ıveis decai
de forma brusca em um tempo bastante curto, sendo o tempo significativamente menor no
primeiro conjunto de gra´ficos que no segundo. Segue um ra´pido aumento da populac¸a˜o de
infectados atingindo um u´nico pico em menos de 100 iterac¸o˜es, representando menos de 10
dias do in´ıcio da infecc¸a˜o, tanto em (a) como em (b). A partir da´ı, ocorre um decaimento,
ja´ que a populac¸a˜o de suscet´ıveis tambe´m decai e a populac¸a˜o de recuperados cresce,
vindo a se estabilizar apo´s atingir seu ponto ma´ximo.
Como ja´ referido na sec¸a˜o 5.2, o paraˆmetro θ tem por objetivo incorporar a
influeˆncia exercida por diversos fatores que agregam incertezas na taxa de transmissa˜o
da doenc¸a, entre estes, os fatores sociais e ambientais. No Caso 2, considerou-se um es-
tabelecimento em que a varia´vel conduta pessoal e´ classificada como insatisfato´ria. Isto
indica que o estabelecimento apresenta as piores condic¸o˜es sociais e ambientais, ou seja,
as pessoas na˜o sa˜o qualificadas para o exerc´ıcio das atividades com os animais e na˜o existe
conscientizac¸a˜o, esclarecimento e parceria para enfrentar o desafio no controle da dissemi-
nac¸a˜o da doenc¸a. Como visto nos cap´ıtulos anteriores, o v´ırus da febre aftosa sobrevive
bem no meio ambiente em condic¸o˜es de alta umidade e pouca incideˆncia solar, nos objetos
como calc¸ados, roupas e pneus dos ve´ıculos. No segundo caso, com a varia´vel conduta
pessoal “insatisfato´ria”, subentende-se que esta caracter´ıstica do v´ırus na˜o e´ monitorada
e nem controlada pelas pessoas envolvidas no manejo com os animais. Nesta situac¸a˜o,
do SBRF θ = θ(CP , EP) resulta o paraˆmetro θ = 0, 92, que esta´ associado a` taxa de
transmissa˜o β = 0.31 muito pro´xima da ma´xima e, em consequ¨eˆncia disso, a forc¸a de
infecc¸a˜o λ e´ maior que a do Caso 1. Isto justifica o fato da evoluc¸a˜o da doenc¸a ser mais
ra´pida no Caso 2 do que no Caso 1.
Caso 3: Fazenda com indicativo de qualidade B.
Para completar o estudo da varia´vel conduta pessoal, optou-se por um terceiro
caso com a escolha de um estabelecimento intermedia´rio aos Casos 1 e 2 no que tange a`
atuac¸a˜o das pessoas envolvidas com os animais, avaliado com conceito B. Com esse indica-
tivo de qualidade, o modelo estoca´stico determina cp = 0, 59, classificando o evento fuzzy
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representativo da varia´vel como “regular”. Assim, determinados os valores de entrada ep
e cp do SBRF, obte´m-se para o paraˆmetro θ = 0, 5 e consequ¨entemente β = 0, 22.
Na Figura 7.8, tem-se a ilustrac¸a˜o da evoluc¸a˜o das populac¸o˜es de suscet´ıveis,
infectados e recuperados, no final de 600 iterac¸o˜es no tempo. Os dois ensaios esta˜o
ilustrados nos respectivos conjuntos de gra´ficos (a) e (b). Ja´ as Figuras 7.9 (a) e 7.9(b)
mostram o comportamento evolutivo de cada classe da populac¸a˜o, correspondentes aos































































Figura 7.8: Distribuic¸a˜o das respectivas densidades populacionais de suscet´ıveis, infectados e recupe-
rados, sendo CP = regular e EP = alta. Em (a) C e´ favora´vel e em (b) C e´ desfavora´vel.
Os gra´ficos obtidos dos ensaios, nesse caso, confirmam o que ja´ era intuiti-
vamente esperado, tendo em vista os dos casos anteriores. Ou seja, tem-se resultados
semelhantes aos ensaios dos Casos 1 e 2 tanto no que se refere a` influeˆncia dos coefi-
cientes de difusa˜o DS e DI como em relac¸a˜o a` forc¸a de infecc¸a˜o λ, pore´m com escalas
intermedia´rias (ver Figuras 7.5, 7.7 e 7.9).
Conclui-se, a partir dos 3 casos, que mesmo sem poˆr em pra´tica as medidas
de controle da doenc¸a indicadas pelos o´rga˜os sanita´rios oficiais, e´ poss´ıvel retardar ou ate´
mesmo controlar o avanc¸o da epidemia, desde que as atividades humanas sejam adequadas,
ou seja, a “conduta pessoal” seja satisfato´ria.
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Figura 7.9: A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo de 60 dias no ponto cor-
respondente a` populac¸a˜o inicial de infectados, considerando CP = regular e EP = alta. No primeiro
conjunto de gra´ficos (a) a varia´vel C e´ nomeada como favora´vel e no segundo (b) como desfavora´vel.
7.3 Simulac¸a˜o 3: a varia´vel estrutura de produc¸a˜o
Este caso tem o objetivo de comprovar a relac¸a˜o da conduta da febre aftosa
com as formas de organizac¸a˜o da produc¸a˜o bovina, relac¸a˜o defendida por diversos autores
ja´ citados na sec¸a˜o 5.2. Para descrever as formas de organizac¸a˜o da produc¸a˜o bovina
definiu-se, nessa mesma sec¸a˜o, a varia´vel lingu¨´ıstica estrutura de produc¸a˜o (EP), a qual
foi qualificada pelos termos lingu¨´ısticos {muito baixa, baixa, alta, muito alta}.
Assim, optou-se por simular duas situac¸o˜es: na primeira considera-se um esta-
belecimento cuja atividade econoˆmica e´ a pecua´ria de subsisteˆncia. Em contrapartida, na
segunda situac¸a˜o considera-se a produc¸a˜o de carne. Pelo modelo estoca´stico proposto na
sec¸a˜o 6.1.3, a varia´vel EP e´ qualificada pelo termo“muito baixa” na primeira simulac¸a˜o,
e “muito alta” na segunda. Em ambas as simulac¸o˜es, os estabelecimentos recebem o con-
ceito B como indicativo de qualidade. Neste caso, a varia´vel conduta pessoal e´ qualificada
como regular, pelo modelo estoca´stico proposto na sec¸a˜o 6.1.4. Com relac¸a˜o a` varia´vel
caracter´ısticas ambientais, faz-se a opc¸a˜o pelos termos desfavora´vel, mediano e favora´vel,
conforme Figura 4.1.
A fim de comparar o desenvolvimento da doenc¸a nas duas situac¸o˜es, dado que
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o estabelecimento em que a atividade econoˆmica e´ a pecua´ria de subsisteˆncia tem uma
quantidade significativamente menor de animais que o de produc¸a˜o de carne, e levando-se
em conta que a pecua´ria de subsisteˆncia pode ser representada por minifu´ndios de baixa
produtividade ou minifu´ndios comunita´rios, toma-se a populac¸a˜o inicial de 200 suscet´ıveis
divididos em 5 grupos de 40 indiv´ıduos cada, representando minifu´ndios comunita´rios,
localizados nos 4 cantos e no centro do domı´nio. Soma-se a` populac¸a˜o inicial um animal
infectado, localizado no grupo do centro do domı´nio. Para a segunda simulac¸a˜o toma-se
a mesma distribuic¸a˜o da populac¸a˜o inicial, considerando que toda a populac¸a˜o pertence
a` mesma fazenda.
Apo´s 600 passos no tempo obte´m-se as densidades populacionais de suscet´ıveis,
infectados e recuperados. A Figura 7.10 (a) mostra a representac¸a˜o para a primeira
situac¸a˜o em que a varia´vel EP e´ classificada qualitativamente como “muito baixa” e, na































































Figura 7.10: Distribuic¸a˜o das respectivas densidades populacionais de suscet´ıveis, infectados e recupe-
rados, para um instante final de 60 dias. Na simulac¸a˜o (a) tem-se θ = 0, 25 e β = 0, 16; em (b) tem-se
θ = 0, 75 e β = 0, 27.
Observa-se, ao comparar os dois conjuntos de gra´ficos, que as populac¸o˜es de
suscet´ıveis e infectados da simulac¸a˜o (a), em que a atividade econoˆmica e´ a pecua´ria
de subsisteˆncia, tem-se uma escala ligeiramente maior que a da segunda simulac¸a˜o (b).
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Apesar do tamanho da populac¸a˜o inicial ser o mesmo nos dois casos, tem-se que a movi-
mentac¸a˜o dos animais destinados a` produc¸a˜o de carne e de pessoas que lidam com esses
animais e´ significativamente maior que na primeira situac¸a˜o. No estabelecimento desti-
nado a` produc¸a˜o de carne, o paraˆmetro θ, responsa´vel por agregar ao modelo as incertezas
inerentes a` aspectos socioeconoˆmicos e ambientais, e´ maior que no primeiro caso e, con-
sequ¨entemente, a taxa de transmissa˜o tambe´m e´ maior. Nesse contexto, em (b) o avanc¸o
da epidemia e´ mais ra´pido que em (a).
A Figura 7.11 ilustra a evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais, ao longo do
tempo de 60 dias, no no´ correspondente a` populac¸a˜o inicial de infectados.


























Figura 7.11: A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo no ponto correspondente a`
populac¸a˜o inicial de infectados. Considerando CP = regular, EP = muito baixa no primeiro conjunto de
gra´ficos (a) e EP = muito alta em (b).
Inicialmente ocorre uma ligeira queda no nu´mero de infectados nas duas si-
mulac¸o˜es. Isso se deve a` existeˆncia do termo de difusa˜o no modelo. Em seguida, tem-se
um crescimento lento da populac¸a˜o de infectados em (a), atingindo a maior densidade
em torno de 25 dias. Por outro lado, em (b) a populac¸a˜o de infectados cresce mais
rapidamente, atingindo um pico em torno de 10 dias.
Na Figura 7.12 faz-se a representac¸a˜o gra´fica do comportamento evolutivo de
todas as classes da populac¸a˜o modelada em cada um dos 4 grupos de animais, localizados
nos cantos do domı´nio Ω. Os gra´ficos indicando “canto superior e inferior esquerdo”,
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representam no´s localizados na regia˜o do domı´nio em que a varia´vel C e´ qualificada pelo
termo lingu¨´ıstico “desfavora´vel”, em contrapartida, os gra´ficos indicando “canto superior e
inferior direito” esta˜o localizados na regia˜o em que C e´ qualificada pelo termo lingu¨´ıstico
“favora´vel”. A regia˜o central do domı´nio, onde esta´ localizada a condic¸a˜o inicial de
infectados encontra-se na regia˜o em que C e´ “mediana”.


















































































Figura 7.12: A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo de 60 dias, em pontos
escolhidos para representar os 4 grupos da populac¸a˜o inicial de suscet´ıveis, localizados nos 4 cantos do
domı´nio. O conjunto de gra´ficos (a) corresponde a` simulac¸a˜o em que a varia´vel EP e´ qualificada pelo
termo “muito baixa” e o conjunto de gra´ficos (b) corresponde a` EP qualificada como “muito alta”.
Em todos os pontos representados nos conjuntos de gra´ficos da Figura 7.12,
na˜o ha´ concentrac¸a˜o inicial da populac¸a˜o de infectados. Assim, percebe-se que a chegada
dessa classe da populac¸a˜o nos pontos situados na regia˜o cuja varia´vel C e´ “desfavora´vel”
acontece em menos iterac¸o˜es do que nos pontos da regia˜o C “favora´vel”. Esta situac¸a˜o
pode ser justificada ao se observar que na regia˜o cuja varia´vel C e´ qualificada como “fa-
vora´vel”, ha´ disponibilidade de recursos em alimentac¸a˜o, a´gua e sombra. Estes recursos
ambientais exercem forte influeˆncia na tomada de decisa˜o dos animais, desestimulando-os
de se dispersar. Assim, eles levam mais tempo para chegar em pontos distantes da con-
centrac¸a˜o inicial. O processo inverso ocorre em regio˜es “desfavora´veis”; nelas, a oferta de
alimentac¸a˜o e´ baixa e longe de bebedouros e sombras, o animal passa a se movimentar com
maior intensidade para consumir alimentac¸a˜o e a´gua necessa´rias para sua sobreviveˆncia,
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assim como para se proteger das altas temperaturas.
Tambe´m pode-se observar em (a) e (b) que, no in´ıcio do processo, a popu-
lac¸a˜o de suscet´ıveis decresce rapidamente, voltando a crescer apo´s algumas iterac¸o˜es.
Essa situac¸a˜o ocorre devido a` existeˆncia do termo de dispersa˜o, ou seja, inicialmente
o elemento do domı´nio discretizado perde parte da populac¸a˜o e apo´s algumas iterac¸o˜es
recebe indiv´ıduos suscet´ıveis vindos de outros elementos. E essa caracter´ıstica e´ mais
acentuada nos gra´ficos referentes aos no´s dos cantos inferior e superior direitos, dado que
nesses pontos a populac¸a˜o de infectados demora mais para chegar. Quando os infectados
chegam nos no´s da direita, encontra-se uma populac¸a˜o maior de suscet´ıveis. Com isso a
forc¸a de infecc¸a˜o, que e´ proporcional a` quantidade de suscet´ıveis, e´ maior do que a dos
pontos da esquerda. Uma consequ¨eˆncia disso e´ a existeˆncia, nesses pontos, de uma curva
mais acentuada para os infectados.
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Cap´ıtulo 8
Considerac¸o˜es finais e sugesto˜es para
trabalhos futuros
Na primeira sec¸a˜o deste cap´ıtulo, cabe uma reflexa˜o do desenvolvimento dos
cap´ıtulos precedentes do ponto de vista da contribuic¸a˜o para o conhecimento, de um modo
geral, no desenvolvimento desta tese, assim como as considerac¸o˜es finais observadas. Sa˜o
apresentadas, tambe´m, algumas sugesto˜es de trabalhos futuros que possam contribuir
para a continuidade ou melhoria do que ja´ foi proposto.
8.1 Considerac¸o˜es finais
O objetivo dessa tese foi apresentar a proposta de um modelo integrado envol-
vendo EDP, lo´gica fuzzy e me´todos probabil´ısticos, com sua implementac¸a˜o pela te´cnica
de elementos finitos, para estudar a dinaˆmica espacial e temporal de fenoˆmenos epi-
demiolo´gicos caracterizados por incertezas importantes para sua evoluc¸a˜o.
Para tanto, destacaram-se os seguintes pontos:
1. Modelo compartimental do tipo SIR constitu´ıdo por um sistema de Equac¸o˜es Dife-
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renciais Parciais (EDP), com paraˆmetros de dispersa˜o e transmissa˜o incertos;
2. Modelos fuzzy constitu´ıdos por SBRF para estimar os paraˆmetros incertos;
3. Modelos estoca´sticos baseados no Me´todo de Monte Carlo para dar entrada de dados
nos eventos fuzzy dos SBRFs;
4. Formulac¸a˜o variacional e discretizac¸a˜o espac¸o-temporal do modelo de EDP, uti-
lizando os respectivos me´todos nume´ricos de elementos finitos e Crank-Nicolson;
5. Implementac¸a˜o computacional envolvendo todos os modelos (EDP, fuzzy e estoca´s-
ticos).
Na busca de implementar um modelo de EDP cuja estrutura possibilitasse
agregar diversas ferramentas matema´ticas para o estudo de um fenoˆmeno em que a forma
de conta´gio e dispersa˜o da populac¸a˜o fosse caracterizada por incertezas quanto aos aspec-
tos epidemiolo´gicos, so´cio-econoˆmicos e ambientais, considerou-se como objeto de estudo
a febre aftosa em bovinos, que por ser uma patologia viral cuja transmissa˜o ocorre por
contato direto e indireto, e por apresentar caracter´ısticas bastante complexas e incertas,
constituiu-se no cena´rio ideal para essa finalidade.
Para tanto, dividiu-se a populac¸a˜o de bovinos nas classes de suscet´ıveis (S),
infectados (I) e recuperados (R), o que possibilitou utilizar um sistema do tipo SIR, cons-
titu´ıdo de Equac¸o˜es Diferenciais Parciais, com a finalidade de incorporar ao modelo a
evoluc¸a˜o espac¸o-temporal da epidemia, levando em conta as incertezas referenciadas (ver
modelo (4.1)).
Tendo em vista que a dispersa˜o da populac¸a˜o de bovinos na˜o ocorre essen-
cialmente pelo movimento Browniano, ou seja, os animais na˜o se dispersam ao acaso
em seu ambiente, e esta falta de casualidade no uso do espac¸o esta´ relacionada com
o comportamento social e com as estruturas f´ısicas e biolo´gicas dos indiv´ıduos e do
ambiente, a dispersa˜o espacial da populac¸a˜o foi incorporada ao modelo por meio de
equac¸o˜es de difusa˜o em cada uma das classes S, I e R, admitindo-se a difusibilidade
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densidade-dependeˆncia. Por esse motivo, optou-se por coeficientes capazes de in-
corporar informac¸o˜es qualitativas e incertas inerentes ao fenoˆmeno em estudo, ou seja,
poˆde-se contemplar no modelo as diferenc¸as dos animais com relac¸a˜o a` sua eficieˆncia de
mobilidade.
Assim, um diferencial introduzido ao modelo foi o de representar os paraˆmetros
de difusa˜o da equac¸a˜o determin´ıstica como paraˆmetros subjetivos, incorporando incertezas
ligadas ao espac¸o, a` populac¸a˜o e a` pro´pria doenc¸a, ou seja, fez-se DS = DS(C,P) e DI =
DI(C,P ,FD), em que as incertezas sa˜o agregadas ao modelo pelas varia´veis lingu¨´ısticas
C = “caracter´ısticas ambientais”, P = “populac¸a˜o” e FD = “fase da doenc¸a”.
O paraˆmetro de transmissa˜o da epidemia foi tratado nessa tese tambe´m como
um paraˆmetro incerto. A partir da caracter´ıstica de resisteˆncia do v´ırus da febre aftosa no
meio ambiente, a qual possibilita a forma de transmissa˜o indireta de conta´gio, admitiu-se
que cada infeccioso tinha a mesma chance de encontro com os suscet´ıveis. Entretanto,
pressupoˆs-se que a forc¸a de infecc¸a˜o, indicada pelo paraˆmetro λ = βI ( β representa a taxa
de transmissa˜o), era capaz de capturar os efeitos da transmissa˜o da doenc¸a por fatores
incertos, relacionados com as formas de produc¸a˜o, as pessoas e o ambiente, responsa´veis
pelos “encontros bem-sucedidos” entre suscet´ıveis e o v´ırus propagado pelo infectado. Para
isso, foi proposto a taxa β como um paraˆmetro incerto dependente de varia´veis lingu¨´ısticas
- estrutura de produc¸a˜o (EP) e conduta pessoal (CP) - que descrevem incertezas inerentes
a aspectos so´cio-econoˆmicos e ambientais. Sendo assim, fez-se β(θ), onde o paraˆmetro
θ = θ(CP , EP) e´ o responsa´vel pela agregac¸a˜o de tais incertezas a` taxa β por meio das
varia´veis lingu¨´ısticas.
Em geral, os modelos epidemiolo´gicos que envolvem EDP sa˜o determin´ısticos.
No entanto, como ja´ referido acima, os paraˆmetros de difusa˜o e a forc¸a de infecc¸a˜o do mo-
delo (4.1) incorporam informac¸o˜es importantes da enfermidade e do meio de conviveˆncia
da populac¸a˜o em estudo, todas envolvendo algum tipo de incerteza. Em epidemiologia, as
incertezas podem ser agrupadas segundo duas classes: a variabilidade e a conhecimento
parcial, sendo a primeira originada da heterogeneidade da populac¸a˜o ou da estocastici-
dade, e a segunda resultante de erros sistema´ticos de medida ou de desconhecimento de
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parte do processo considerado (subjetividade).
As incertezas tratadas ate´ este ponto do trabalho sa˜o como as da classe do
conhecimento parcial. Nesse caso, foi poss´ıvel confirmar a necessidade de se utilizar de
alguma estrutura matema´tica que possibilitasse lidar com as impreciso˜es e incertezas de
forma mais cr´ıtica e realista. A teoria da lo´gica fuzzy, desenvolvida para lidar com o
conceito de verdade parcial, ou seja, com valores de verdade entre o complemento ver-
dadeiro e o complemento falso da Lo´gica Booleana, pode ser considerada como uma das
ferramentas matema´ticas mais poderosas para lidar com tais incertezas, impreciso˜es e
verdades parciais, permitindo a tratabilidade de problemas do mundo-real, muitas vezes
com soluc¸o˜es de baixo custo.
Face a esses argumentos, buscou-se, no contexto desse trabalho, a teoria da
lo´gica fuzzy para representar essas incertezas, ou seja, fez-se uso de Sistemas Basea-
dos em Regras Fuzzy (SBRS) para modelar os paraˆmetros incertos DS = DS(C,P),
DI = DI(C,P ,FD) e θ = θ(CP, EP). Particularmente, em se tratando de modelos
epidemiolo´gicos envolvendo EDP, sa˜o muito poucos os trabalhos existentes em que os
paraˆmetros de difusa˜o e a forc¸a de infecc¸a˜o sa˜o estimadas pela lo´gica fuzzy, sendo esta
a´rea ainda muito incipiente.
Ao estimar os paraˆmetros de dispersa˜o DS, DI e de transmissa˜o β, todos mo-
delados pela lo´gica fuzzy, tem-se as varia´veis lingu¨´ısticas C,FD, CP , e EP descritas por
termos qualitativos, apresentando assim dificuldades na utilizac¸a˜o de me´todos quantita-
tivos para dar entrada nos SBRF espec´ıficos a cada paraˆmetro. Ou seja, estas varia´veis
apresentam, ale´m da incerteza tratada pela lo´gica fuzzy, a incerteza de variabilidade,
necessitando da utilizac¸a˜o de outra ferramenta que possibilite tratar tal incerteza.
Para melhor situar o problema, toma-se como exemplo a varia´vel fase da
doenc¸a (FD), dependente de outra varia´vel, tambe´m qualitativa, denominada “tempo
de infecc¸a˜o” (τ) do indiv´ıduo infectado. Para determinar a varia´vel fase da doenc¸a de um
indiv´ıduo infectado, fez-se uso de um SBRF FD = FD(τ). Pore´m, como ja´ descrito na
sec¸a˜o 6.1.1, τ foi definida para cada indiv´ıduo infectado. No entanto, no modelo proposto
(4.1), a varia´vel de estado I indica a populac¸a˜o de infectados. A soluc¸a˜o encontrada para o
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problema foi a de fazer a leitura de τ para toda a populac¸a˜o I. Ou seja, τ passou a indicar
o “tempo de infecc¸a˜o da populac¸a˜o”, o qual foi qualificado pelos conjuntos fuzzy tempo0,
tempo1, tempo2, [...], tempo15, cujas fronteiras na˜o sa˜o claramente definidas. O conjunto
fuzzy tempo5 da populac¸a˜o de infectados exemplifica mais precisamente um evento fuzzy,
onde a incerteza fuzzy esta´ presente na definic¸a˜o do evento. E para dar entrada ao SBRF
e´ necessa´rio obter a chance desses “eventos” ocorrerem, caracterizando uma incerteza de
variabilidade (probabil´ıstica) (ver Figura 6.2).
Para as demais varia´veis lingu¨´ısticas citadas anteriormente, deparou-se com
problemas se-melhantes: em cada varia´vel, existe a incerteza fuzzy presente na definic¸a˜o do
evento, e a incerteza probabil´ıstica ao calcular a chance de ocorreˆncia de “seus elementos”1,
ja´ que poderiam na˜o ser equ¨iprova´veis segundo uma distribuic¸a˜o (ver Figura 6.1).
Sendo assim, com a existeˆncia dos dois tipos de incertezas, percebeu-se que a
teoria da lo´gica fuzzy na˜o seria suficiente, havendo a necessidade de fazer uso de outra
te´cnica para abordar as incertezas, envolvendo aleatoriedade. Nesse sentido, foi utilizada
a teoria de probabilidades, considerada, em geral, a ferramenta matema´tica mais
apropriada para tratar desse tipo de incerteza.
Desta forma, para cada uma das varia´veis lingu¨´ısticas citadas (τ, C, CP , EP),
fez-se o acoplamento de modelos fuzzy e probabil´ısticos. No modelo probabil´ıstico, com
a utilizac¸a˜o do me´todo de Monte Carlo, escolheu-se o valor de entrada para alimentar
o SBRF, correspondente a cada varia´vel. Este me´todo gerou uma amostra de valores
aleato´rios por meio de uma distribuic¸a˜o de probabilidade e usou a amostra obtida como
entrada no SBRF. Optou-se pela adoc¸a˜o do referido me´todo por se caracterizar como uma
te´cnica simples e confia´vel em gerar nu´meros aleato´rios, com a possibilidade de repetir o
experimento em um nu´mero considera´vel de vezes para minimizar o erro na estimativa.
Para cada varia´vel incerta do modelo (isto e´, que tem uma faixa de valores poss´ıveis), foi
preciso optar por uma distribuic¸a˜o de probabilidades, e esta foi a principal dificuldade de
utilizac¸a˜o desta te´cnica.
1Aqui, os “elementos” do evento fuzzy sa˜o os valores pertencentes ao suporte das func¸o˜es de pertineˆncia
correspondente a cada evento fuzzy.
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Um ponto importante a considerar e´ que, mesmo percebendo diferenc¸as signi-
ficativas entre as teorias fuzzy e probabil´ıstica, poˆde-se comprovar a existeˆncia de grandes
possibilidade delas se complementarem. Esta junc¸a˜o pode resultar em uma ferramenta
realmente u´til que podera´ ser aplicada em modelos similares ao utilizado nesse trabalho.
Para a discretizac¸a˜o espacial, utilizou-se o Me´todo de Elementos Finitos
(MEF) que consiste, no contexto desse trabalho, na discretizac¸a˜o de um meio cont´ınuo
(domı´nio Ω) em pequenos elementos triangulares, mantendo as mesmas propriedades do
meio original. Esses elementos foram descritos pelo sistema de EDP (4.1), sendo que uma
soluc¸a˜o aproximada do sistema foi desenvolvida para cada um dos elementos. A soluc¸a˜o
total foi enta˜o gerada, colocando juntas as soluc¸o˜es de cada elemento. Utilizando-se as
soluc¸o˜es individuais, tomou-se o cuidado de assegurar a continuidade dos contornos entre
os elementos. Assim, o sistema de EDP (4.1) foi satisfeito em forma de fatias. O MEF foi
utilizado nesse trabalho devido a` sua grande aplicabilidade e eficieˆncia no uso de elementos
triangulares.
Para a discretizac¸a˜o temporal utilizou-se o me´todo impl´ıcito de diferenc¸as fini-
tas Crank-Nicolson, por ser um me´todo numericamente consistente e esta´vel. Esse
me´todo, que foi desenvolvido por John Crank e Phyllis Nicolson em meados do se´culo 20,
e´ vantajoso tambe´m por reduzir significativamente o volume total de ca´lculos.
Um grande desafio dessa tese foi a implementac¸a˜o computacional. A di-
ficuldade se deu pela necessidade de acoplar os modelos de EDP, fuzzy e estoca´sticos
num u´nico algoritmo. Face a isso, optou-se por considerar o domı´nio teo´rico Ω da forma
retangular com a discretizac¸a˜o espacial constitu´ıda por uma malha regular, obtida por
meio do software GID - versa˜o 7.0. O uso do software GID trouxe grandes vantagens na
implementac¸a˜o computacional, ja´ que ele gera arquivos para armazenar as informac¸o˜es
sobre a malha de elementos e as coordenadas de cada no´. Entre essas informac¸o˜es, o
software permitiu fazer um mapeamento dos elementos com relac¸a˜o a` varia´vel lingu¨´ıstica
“caracter´ısticas ambientais”, facilitando dessa forma sua leitura.
Para implementar os modelos fuzzy, utilizou-se a ferramenta “Fuzzy Logic
Toolbox” contida no ambiente Matlab. Os algoritmos constru´ıdos para implementar os
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Me´todos de Monte Carlo, os quais descrevem os modelos estoca´sticos, foram constru´ıdos
no ambiente Matlab - versa˜o 7.0. Esses algoritmos e os modelos fuzzy foram anexados ao
algoritmo principal constru´ıdo para a implementac¸a˜o computacional do sistema de EDP,
o qual foi desenvolvido nos ambientes Matlab - versa˜o 7.0 e Fortran - versa˜o 6.5.
As simulac¸o˜es nume´ricas possibilitaram observar o avanc¸o de um foco da febre
aftosa sobre uma populac¸a˜o de bovinos suscet´ıveis numa fazenda, levando em conta os
aspectos incertos considerados no trabalho. As simulac¸o˜es permitiram tambe´m aferir a
proposta de interligac¸a˜o do modelo de EDP (4.1) com os modelos fuzzy e estoca´sticos,
implementados por meio de me´todos nume´ricos de elementos finitos e Crank-Nicolson.
Ou seja, poˆde-se comprovar a validade da diversificac¸a˜o de ferramentas matema´ticas,
utilizadas de forma interdisciplinar no decorrer do trabalho. Os resultados obtidos nas di-
versas simulac¸o˜es sa˜o coerentes com os de um sistema cla´ssico de equac¸o˜es diferenciais tipo
SIR, validando, assim, a estrutura do algoritmo usado na implementac¸a˜o computacional.
A incerteza impera em quase todas as varia´veis do modelo proposto nessa
tese. Todavia, com as simulac¸o˜es foi poss´ıvel visualizar como essas varia´veis afetam a
propagac¸a˜o da epidemia. O estudo avaliou que e´ poss´ıvel monitorar e controlar a dis-
persa˜o do v´ırus no ambiente de forma eficiente, quando adotadas ac¸o˜es socioeconoˆmicas
e ambientais apropriadas, que envolvam a conduta das pessoas e as formas de produc¸a˜o
exercidas pelo estabelecimento, ainda que as medidas de controle da epidemia pelos o´rga˜os
sanita´rios oficiais na˜o estejam presentes no cotidiano. Considera-se que estas estrate´gias
tenham reflexo direto na forc¸a de infecc¸a˜o, isso porque, naturalmente, incertezas e impre-
ciso˜es relacionadas a esses fatores sa˜o fortemente influencia´veis na taxa de transmissa˜o da
epidemia.
O principal ponto de originalidade deste trabalho se refere a` possibilidade de
acoplamento das diversas ferramentas matema´ticas - EDP, lo´gica fuzzy, teoria probabi-
l´ıstica e elementos finitos - em um u´nico modelo, tornando poss´ıvel realizar o estudo de
fenoˆmenos epidemiolo´gicos caracterizados por incertezas. No caso do objeto de estudo
deste trabalho, a febre aftosa, utilizou-se varia´veis caracter´ısticas dos pontos de vista epi-
demiolo´gico, so´cio-econoˆmico e ambiental, que por sua natureza sa˜o incertas e imprecisas.
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A complexidade de ac¸o˜es que envolveu o desenvolvimento do algoritmo, que possibilitou
a integrac¸a˜o dos diversos me´todos, resultou em um grande desafio ao se propor caminhos,
buscando maneiras de extrair dessas ferramentas as melhores possibilidades de compar-
tilhamento de func¸o˜es dentro do mesmo modelo. O fato do me´todo de elementos finitos
ser desenvolvido para sistemas determin´ısticos, composto de elementos quantitativos e
os demais serem caracterizados por incertezas e subjetividades (elementos qualitativos),
envolveu muito cuidado na escolha dos paraˆmetros e varia´veis empregados, uma vez que
qualquer escolha equivocada poderia implicar alterac¸o˜es bruscas na soluc¸a˜o.
Embora na˜o tenha sido validada com dados reais da epidemia, tomando como
base o referencial bibliogra´fico e as constatac¸o˜es aqui evidenciadas, creˆ-se que essa meto-
dologia empregada pode fornecer resultados mais pro´ximos da realidade.
8.2 Propostas de trabalhos futuros
Tem-se a certeza e a conscieˆncia da existeˆncia de limitac¸o˜es, tanto dos mo-
delos propostos (EDP, fuzzy e estoca´sticos), quanto do algoritmo implementado. Nesse
sentido, o trabalho desenvolvido nessa tese esta´ longe de encerrar conclusivamente as
questo˜es referentes a` febre aftosa. Na verdade, a junc¸a˜o de ferramentas matema´ticas nesse
estudo possibilita desvendar um universo de aplicac¸o˜es que podem animar intensamente
a continuidade de atividades nessa linha de pesquisa. Ressalta-se nesse momento alguns
trabalhos que ja´ sa˜o vislumbrados para estudos posteriores.
Um trabalho a ser proposto e´ a verificac¸a˜o da existeˆncia de soluc¸a˜o tipo onda
viajante. Ela se caracteriza por manter sua forma inalterada no decorrer do tempo e
por ter velocidade de propagac¸a˜o constante. Essa onda vista por um observador parado
parecera´ estaciona´ria. Assim, fazendo-se a adimensionalizac¸a˜o do sistema (4.1), busca-
se o estudo das condic¸o˜es anal´ıticas para a existeˆncia de soluc¸o˜es tipo onda viajante. A
partir da´ı pretende-se determinar a velocidade de propagac¸a˜o da epidemia da febre aftosa,
assim como analisar cena´rios para a zona de bloqueio evitando a propagac¸a˜o da doenc¸a.
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Um trabalho interessante a ser proposto e´ o de estabelecer a correlac¸a˜o entre
a forc¸a de infecc¸a˜o λ e as varia´veis CP e EP . No decorrer do desenvolvimento dessa tese,
elucidou-se a diversidade de fatores e determinantes que envolvem a epidemia da febre
aftosa. Contudo, deu-se fundamental importaˆncia a` pressuposta relac¸a˜o entre a forc¸a de
infecc¸a˜o (λ = βI) e as incertezas inerentes aos aspectos sociais, econoˆmicos e ambientais,
considerados essenciais para o sucesso na prevenc¸a˜o da febre aftosa e tambe´m no controle
da epidemia. Esta relac¸a˜o foi constru´ıda por meio de modelos fuzzy e estoca´sticos para
estimar o paraˆmetro β - taxa de transmissa˜o da doenc¸a - de forma que este agregasse os
diversos tipos de incertezas - a`s de conhecimento parcial e de variabilidade - relacionadas
aos fatores anteriormente citados. Para isso, foi proposto inicialmente o modelo β =
β1 + β2θ(CP , EP) por meio de um SBRF (ver sec¸a˜o 5.2). Neste caso, considerou-se a
informac¸a˜o e educac¸a˜o mensurada pela varia´vel lingu¨´ıstica CP e as questo˜es ambientais
e econoˆmicas mensuradas pela varia´vel EP . Em seguida, tendo em vista a presenc¸a de
incertezas probabil´ısticas relacionadas ao domı´nio das func¸o˜es de pertineˆncia das varia´veis
CP e EP , foi proposto um modelo estoca´stico (ver sec¸a˜o 6.1), complementando assim a
metodologia para estimar o paraˆmetro β e consequ¨entemente, a forc¸a de infecc¸a˜o λ.
Tendo em vista a fundamental importaˆncia que a forc¸a de infecc¸a˜o exerce na
a´rea de epidemiologia e considerando que os modelos desenvolvidos nessa tese para estimar
β e, por sua vez, a forc¸a de infecc¸a˜o λ ainda apresentam limitac¸o˜es, tenciona-se aprimorar
o modelo fortalecendo a correlac¸a˜o entre a forc¸a de infecc¸a˜o λ e as varia´veis CP e EP , a
fim de obter valores da forc¸a de infecc¸a˜o mais pro´ximos de uma epidemia real, no caso a
epidemia da febre aftosa ocorrida no ano de 2005 no Estado de Mato Grosso do Sul.
O Estado, que ocupa a primeira posic¸a˜o em nu´mero de animais bovinos no pa´ıs,
com densidade demogra´fica de aproximadamente 69 cabec¸as/Km2 e responsa´vel por 13%
da produc¸a˜o brasileira de carne bovina, enfrentou elevados preju´ızos econoˆmicos e sociais
causados pelo registro de focos do v´ırus da febre aftosa em 2005. Nesta epidemia, foram
registrados 33 focos da doenc¸a com destaque para os munic´ıpios de Eldorado, Japora˜ e
Mundo Novo. Segundo [46], foram sacrificados 32.549 bovinos suscet´ıveis, custando aos
cofres pu´blicos R$ 18.556.071, 00 somente de indenizac¸a˜o aos proprieta´rios de animais
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sacrificados.
A Tabela 8.1 traz algumas informac¸o˜es sobre os episo´dios de febre aftosa no
Estado de Mato Grosso do Sul, no ano de 2005. Estas informac¸o˜es correspondem a dados
colhidos apo´s 20 dias de atividades para contenc¸a˜o e eliminac¸a˜o dos casos de febre aftosa
pelos o´rga˜os sanita´rios oficiais.
Tabela 8.1: Dados dos episo´dios de febre aftosa no Estado de Mato Grosso do Sul, no ano de 2005.
Propriedade Munic´ıpio Bovinos suscet´ıveis Bovinos doentes
1 Faz Vezozzo Eldorado 584 154
2 Faz Jangada Eldorado 3548 65
3 S´ıtio St◦ Antoˆnio Japora˜ 182 20
4 S´ıtio Sa˜o Benedito Japora˜ 132 4
5 Faz Guaira Japora˜ 783 31
6 S´ıtio Boa Vista Japora˜ 52 3
7 Faz Guatambu Japora˜ 253 16
8 Lote 205 PA Savana Japora˜ 16 2
9 S´ıtio Sa˜o Benedito(2) Japora˜ 142 20
10 Fazenda Gazin Mundo Novo 777 5
Total 6.469 320
Fonte: Departamento de Sau´de Animal da Secretaria de Defesa Agropecua´ria do Ministe´rio da
Agricultura, Pecua´ria e Abastecimento, [8] - elaborac¸a˜o da autora.
A partir dos dados reais apresentados sobre a epidemia, como os citados acima,
e com o aprimoramento do modelo fuzzy proposto na sec¸a˜o 5.2, sera´ poss´ıvel determinar
valores para a forc¸a de infecc¸a˜o λ determinando, dessa forma, a correlac¸a˜o entre a forc¸a
de infecc¸a˜o λ e as incertezas agregadas a`s atividades socioeconoˆmicas e ambientais do
estabelecimento, por meio das varia´veis lingu¨´ısticas CP e EP . Mais especificamente, para
estabelecer essa correlac¸a˜o, inicia-se com um diagno´stico real das varia´veis lingu¨´ısticas
CP e EP em cada fazenda, e por meio dos modelos estoca´sticos propostos no Cap´ıtulo 6
determinam-se os valores de entrada, relativos a cada varia´vel, do SBRF θ = θ(EP , CP).
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Conhecendo-se θ, obte´m-se a taxa de transmissa˜o da febre aftosa β espec´ıfica de cada
fazenda, para a partir das populac¸o˜es de infectados, de cada estabelecimento, descritas
na Tabela 8.1, determinar valores que descrevem a forc¸a de infecc¸a˜o λ correspondente
a cada fazenda. Entende-se que a conduta pessoal e a mudanc¸a de atitude no sentido
de prevenir a propagac¸a˜o da epidemia, que resulta na reduc¸a˜o da forc¸a de infecc¸a˜o, sa˜o
varia´veis determinantes dessa relac¸a˜o.
Finaliza-se esse exerc´ıcio de pesquisa, parafraseando Pierre Bourdieu [s/data]:
Uma exposic¸a˜o sobre uma pesquisa e´, com efeito, o contra´rio de um show,
de uma exibic¸a˜o na qual se procura ser visto e mostrar o que vale. E´ um
discurso em que a gente se expo˜e, no qual se correm riscos (...). Quanto
mais a gente se expo˜e, mais possibilidades existem de tirar proveito da
discussa˜o e, estou certo, mais benevolente sera˜o as cr´ıticas ou os conselhos.
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Neste apeˆndice, sa˜o apresentados os co´digos nume´ricos utilizados na imple-
mentac¸a˜o dos modelos de EDP, fuzzy e probabil´ısticos para as aproximac¸o˜es da soluc¸a˜o
do problema integrado. Foram utilizados dois co´digos, sendo um para obter as subma-
trizes de rigidez e outro para integrar os modelos fuzzy, probabil´ısticos e de elementos
finitos.
Para obter as submatrizes de rigidez, fez-se uso de um co´digo nume´rico elabo-
rado com base em [40]. Esse co´digo nume´rico foi realizado no ambiente Fortran - versa˜o
6.5 e armazenado no arquivo sir.f , o qual carrega o arquivo denominado sir.gid, gerado
pelo software GID - versa˜o 7.0, com a func¸a˜o de armazenar as informac¸o˜es sobre a malha
e as coordenadas de cada elemento.
Para implementar os modelos fuzzy, utilizou-se a ferramenta “Fuzzy Logic
Toolbox” contida no ambiente Matlab. Foram criados os seguintes arquivos: theta.fis para
desenvolver o SBRF θ = θ(EP , CP); fase-da-doenca.fis para desenvolver o SBRF FD =
FD(τ); dispersaoS.fis e dispersaoI.fis para os respectivos sistemas DS = DS(C,P) e DI =
DI(C,P ,FD). Para elaborar os arquivos.fis foram utilizadas as func¸o˜es de pertineˆncia e
as bases de regras espec´ıficas para cada um dos modelos apresentados no Cap´ıtulo 5.
Os Me´todos de Monte Carlo, apresentados no Cap´ıtulo 6 para fazer a leitura
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das varia´veis lingu¨´ısticas τ , C, EP , CP, foram desenvolvidos no co´digo nume´rico sir.m, o
qual foi elaborado em ambiente Matlab - versa˜o 7.0 para fazer a integrac¸a˜o das rotinas
fuzzy, probabil´ısticas e de elementos finitos.
Para a gerac¸a˜o gra´fica fez-se uso da rotina plotsir.m. E´ importante observar que
os arquivos - sir.f ; sir.gid; sir.m; plotsir.m; theta.fis ; fase-da-doenca.fis ; dispersaoS.fis e
dispersaoI.fis - esta˜o localizados em um u´nico direto´rio.
Na sec¸a˜o seguinte, faz-se a descric¸a˜o do co´digo nume´rico sir.m, elaborado para
realizar a integrac¸a˜o dos modelos de EDP, fuzzy e probabil´ısticos, desenvolvidos nessa tese.
Co´digo nume´rico sir.m
clear all;
% Aproximac¸~ao de um sistema tipo SIR para a epidemia
% da febre aftosa em uma fazenda.
format long
% Carrega a rotina sir.f




% Dados de discretizac¸~ao do modelo
T = 60; % tempo final
dt = 0.1;
nt = T/dt; % no. de subintervalos no tempo
iter = 3; % no. de atualizac¸~oes de S, I e R
% Condic¸~oes iniciais, considerando a populac¸~ao inicial
% uniformemente distribuı´da no espac¸o.
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S0=ones(nv,1)*8; I0=zeros(nv,1); R0=zeros(nv,1);
K0=47; % no´ central
I0(K0)=1.0; % populac¸~ao inicial de infectados
% Ca´lculo do para^metro incerto θ
% Gerac¸~ao de amostras de nu´meros aleato´rios para a varia´vel CP
% Conceitos: A=1.0; B=2.0; C=3.0
input ‘CP =′;
if CP == 1.0
CPA = 0;
for i = 1 : 1000
cpa = rand(1, 1);
cpA = 1− (0.1 ∗ (− log((1− cpa) + cpa ∗ exp(−(1/0.1)))));





for i = 1 : 1000
cpb = rand(1, 1);
cpB = 0.65 ∗ (− log((1− cpb) + cpb ∗ exp(−(1/0.65)ˆ3.5)))ˆ(1/3.5);
CPB = CPB + cpB;
end
cp=CPB/1000;
else CP == 3.0
CPC = 0;
for i = 1 : 1000
cpc = rand(1, 1);
cpC = 0.1 ∗ (− log((1− cpc) + cpc ∗ exp(−(1/0.1))));
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% Gerac¸~ao de amostras de nu´meros aleato´rios para a varia´vel EP
% 1.0 = Atividade de subsiste^ncia; 2.0 = produc¸~ao de leite
% 3.0 = pecua´ria extrativa e 4.0 = produc¸~ao de carne
input ‘EP =′
if EP == 1.0
EP1 = 0;
for i = 1 : 1 : 1000
E1 = rand(1, 1);
EP11 = 0.25 ∗ betainv(E1, 1, 4);
EP1 = EP1 + EP11;
end
ep = EP1/1000;
elseif EP == 2.0
EP2 = 0;
for i = 1 : 1 : 1000
E2 = rand(1, 1);
EP21 = 0.1 + 0.5 ∗ betainv(E2, 4.5, 4.5);
EP2 = EP2 + EP21;
end
ep = EP2/1000;
elseif EP == 3.0
EP3=0;
for i = 1 : 1 : 1000
E3 = rand(1, 1);
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EP31 = 0.4+0.5*betainv(E3,4.5,4.5);
EP3 = EP3 + EP31;
end
ep = EP3/1000;
else EP == 4.0
EP4 = 0;
for i = 1 : 1 : 1000
E4 = rand(1, 1);
EP41 = 0.75+(1-0.75)*betainv(E4,4,1);




% Carrega o arquivo theta.fis
fismat1 = readfis(‘theta’);





β = β1 + β2 ∗ θ; % Calcula a forc¸a da infecc¸~ao
µ = 0.1; % Taxa de recuperac¸~ao
u1 = dt ∗ 0.5;
u4 = u1 ∗ µ;
% Gerac¸~ao de amostras de nu´meros aleato´rios para a varia´vel C
CX1=0;CX2=0;CX3=0;CX4=0;




CX3 = CX3 + c31;
c11 = betainv(C1,4.55,4.55);
CX1 = CX1 + c11;
c21 = betainv(C1,4,1);
CX2 = CX2 + c21;
end
c(1)=CX1/1000; % ambiente mediano
c(2)=CX2/1000; % ambiente favora´vel
c(3)=CX3/1000; % ambiente desfavora´vel
S = S0; I = I0; R = R0;
St = S0; It = I0; Rt = R0;





% Gerac¸~ao de amostra de nu´meros aleato´rios para a varia´vel τ0
SX0=0;
for i = 1 : 30
S0 = rand(1,1);
X0 = 0.5 ∗ (− log((1− S0) + S0/ exp(2)));
SX0 = SX0 + X0;
end
τ0 = SX0/30;






Ds = evalfis([solo sirmt0],fismat3);





Di = evalfis([solo sirmt0 FD],fismat44);
save desi.dat Di -ascii;
load mata.dat; load matb.dat;
% Construc¸~ao das matrizes
US = zeros(nv,nv); WS = zeros(nv,nv);
UI = zeros(nv,nv); WI = zeros(nv,nv);
UR = zeros(nv,nv); WR = zeros(nv,nv);
% Calcula as integrais que n~ao dependem do tempo
% e armazena em A1 e B1
A1 = sparse(mata(:,1),mata(:,2),mata(:,3),nv,nv);
B1 = sparse(matb(:,1),matb(:,2),matb(:,3),nv,nv);
par = 1.0; save par.i par -ascii;
sd = 0; % Contador do nu´mero de dias
a = 2; % Para^metro da distribuic¸~ao Weibull
v = gamma(1+1/a); u = 10/(15*v);
for it = 1 : nt % Inı´cio do loop do tempo
% Carrega a rotina sir.f
!SIR
load mata.dat; load matb.dat;
% Calcula as integrais que dependem do tempo




% Faz as atualizac¸~oes para calcular os termos n~ao lineares
for ii=1:iter
II = (I + It)*0.5;
fi = II; acopla;
% Carrega a rotina sir.f
!SIR
load matan.dat;
% Calcula as integrais que dependem do tempo
% Armazena nas matrizes n~ao lineares A3 e B3
A3 = sparse(mata(:,1),mata(:,2),matan(:,3),nv,nv);
US = A1 + u1*A2 + (u1*beta)*A3;
WS = A1 - u1*A2 - (u1*beta)*A3;
S1 = US\(WS*St);
SS = (S1 + St)*0.5;
fi = SS; acopla;




UI = B1 + u1*B2 - (u1*beta)*B3 + u4*B1;
WI = B1 - u1*B2 + (u1*beta)*B3 - u4*B1;
I1 = UI\(WI*It);
S = S1; I = I1;
end
UR = A1 + u1*A2;
WR = A1 - u1*A2;
R = UR\(WR*Rt + A1*(u4*(I + It)));
It = I; St = S; Rt = R;
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% Os para^metros Ds e Di s~ao atualizados a cada 10 iterac¸~oes (1 dia)
if (mod(it,10) == 0)
sd=sd+1
% Populac¸~ao me´dia total
sirt = zeros(length(sqbou),1);
sirt(index) = abs(p(:))+ abs(q(:))+ abs(r(:));
sirmt = (sirt(top(:,2)) + sirt(top(:,3)) + sirt(top(:,4)))/3.0;
% Gerac¸~ao de amostras aleato´rias para determinar a varia´vel τ
if sd==1
d=2; b=u*d;
for i = 1:30
S1 = rand(1,1);
X1 = b*(− log((1− S1) + S1 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S2 = rand(1,1);
X2 = b*(− log((1− S2) + S2 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S3 = rand(1,1);
X3 = b ∗ (− log((1− S3) + S3 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);
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for i = 1:30
S4 = rand(1,1);
X4 = b ∗ (− log((1− S4) + S4 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S5 = rand(1,1);
X5 = b ∗ (− log((1− S5) + S5 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S6 = rand(1,1);
X6 = b ∗ (− log((1− S6) + S6 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);






for i = 1:30
S7 = rand(1,1);
X7 = b ∗ (− log((1− S7) + S7 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S8 = rand(1,1);
X8 = b ∗ (− log((1− S8) + S8 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S9 = rand(1,1);
X9 = b ∗ (− log((1− S9) + S9 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S10 = rand(1,1);
X10 = b ∗ (− log((1− S10) + S10 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);






for i = 1:30
S11 = rand(1,1);
X11 = b ∗ (− log((1− S11) + S11 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);




for i = 1:30
S12 = rand(1,1);
X12 = b ∗ (− log((1− S12) + S12 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S13 = rand(1,1);
X13 = b ∗ (− log((1− S13) + S13 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);





for i = 1:30
S14 = rand(1,1);
X14 = b ∗ (− log((1− S14) + S14 ∗ exp(−(d/b)ˆa)))ˆ(1/a);
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Di = evalfis([solo sirmt FDA],fismat44A);
save desi.dat Di -ascii;
end % Final do loop das atualizac¸~oes dos para^metros
% Atualiza o coeficiente de difus~ao dos suscetı´veis
fismat33 = readfis(‘dispersaoS’);
Ds = evalfis([solo abs(sirmt)],fismat33);
save dese.dat Ds -ascii;
% Carrega a rotina plotsir.m para gerar as figuras
plotsir
% Mostra o ponto K0 ao longo do tempo
vs(it)=S(K0); vi(it)=I(K0); vr(it)=R(K0);







title(‘Ponto K0 = condic¸~ao inicial’)
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